Tonstrukturen, Tonleitern und Akkorde

1 Tonstrukturen und Stimmungen

Regelméssige, periodische und nicht abrupte Luftdruckverdnderung nehmen wir unter be-
stimmten Bedingungen akustisch wahr. Den jeweiligen Luftdruck kann man in Abhéngigkeit
von der Zeit (z.B. gemessen in Hundertstelsekunden) in einem Koordinatensystem darstel-
len. Es entsteht eine typische Wellenform, und wir sprechen von Schallwellen:

Luftdruck

A A N L . Schunde
100

Abbildung 1: Luftdruck in Abhéngigkeit von der Zeit bei regelméssiger, periodischer und
nicht abrupter Luftdruckverdnderung; x-Achse = mittlerer Luftdruck

Die Abweichungen der Maxima und Minima von der x-Achse (= mittlerer Luftdruck)
driicken die Lautstirke aus (Amplitude). Eine Zeiteinheit geteilt durch die zweifache Léange
zwischen zwei Querungen der x-Achse ist die Frequenz. Gewohnlich wird als Zeiteinheit die
Sekunde gew#hlt. Die entsprechende Masseinheit wird mit ,,Hertz“ (Hz) bezeichnet. Die
Frequenz bestimmt die Hohe der akustischen Wahrnehmung. In der obigen Graphik wiirde
sich, da die x-Achse in Hundertstelsekunden beschriftet ist, eine Frequenz von etwas mehr
als 30 Hz ergeben.

Der Begriff ,,Klang“ bezeichnet in der Akustik oft eine Schallwelle, die aus einer Grund-
welle besteht (Grundton mit Grundfrequenz) und die von Wellen iiberlagert wird, deren
Frequenzen Vielfache der Frequenz der Grundwelle sind. Diese Wellen werden ,,Obertone“
genannt und deren Frequenzen ,Oberfrequenzen®. Entsprechend kann man den Klang
auch als eine spezifische Menge von derartigen regelméssigen und periodischen Schall-
wellen betrachten. Die Amplitude der Obertone nimmt in Abhéngigkeit von deren Hohe
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tendenzmassig monoton ab. Dieser akustische Klangbegriff entspricht in etwa dem musi-
kalischen Begriff | Ton“, wobei bei letzterem Gerdusche und unterschiedliche Amplituden
der Wellen mit Oberfrequenzen (Formanten!) mitwirken konnen, welche die Klangfarbe
einer Stimme oder eines Instrumentes ausmachen. Lésst man diesen Aspekt weg und de-
finiert eine strikt-monoton sinkende Funktion, welche die Abnahme der Amplituden der
Obertone definiert, so kann man von ,reinen T6énen “ reden. Reine Téne unterscheiden sich
nicht mehr von Instrument (Stimme) zu Instrument (Stimme).

Zwischen den reinen T6nen und deren Grundfrequenzen kann man eine Bijektion fr
definieren, d.h. es liegt eine eineindeutige Beziehung zwischen den reinen Ténen und ihren
Grundfrequenzen vor. In der Folge beschiiftigen wir uns nur mit reinen Ténen und las-
sen deshalb die Charakterisierung ,rein“ weg. Zuerst wird eine allgemeine Definition von
sogenannten Tonstrukturen geliefert.

Definition 1. FEine Tonstruktur ist ein 4-Tupel (o, B, F, fr), so dass o ein Ton ist, B eine

Menge von Tonen, die o enthdlt. F' ist eine Menge von Frequenzen und fr eine bijektive
Abbildung von B nach F', so dass

1. fr(c) die tiefste Frequenz (= Grundfrequenz) aller Frequenzen des Tones c ist
2. der Ton b héher als der Ton c ist genau dann, wenn fr(b) > fr(c) und
3. der Ton b derselbe wie der Ton c ist genau dann, wenn fr (b) = fr(c).

4. o ist der Grundton der Tonstruktur, d.h. fr(c) > f(o) fir alle c € B.

Da jedem Ton durch fr eine Frequenz entspricht und Frequenzen geordnet sind (fiir
zwei Frequenzen x und y gilt: y = x oder # < y oder x > y), sind auch Téne geordnet.

Als néchstes gilt es, Mengen B von Tonen festzulegen, um spezifische, musikalisch
geeignete Tonstrukturen zu erhalten. Dazu brauchen wir den Intervallbegriff sowie einen
Langenbegriff fiir Intervalle, was zu einem Distanzbegriff fiir Tone fiihrt.

Definition 2. Die Menge der Téone I, so dass I = {z|f(b) < f(2) < f(c) und z,b,c €
B der Tonstruktur (o, B, F, fr)} nennen wir Intervall zwischen b und ¢ der Tonstruktur
(0, B, F, fr).

Bemerkung 3. Gewdhnlich werden in der Musiktheorie Intervalle durch den Abstand
zwischen zwei Tonen definiert, also durch die Ldnge des Intervalles.

Definition 4. N* := N\{0} (die Menge der natirlichen Zahlen ohne die Null)

Definition 5. Gilt fir ein Intervall zwischen a und b, dass fr(b) = 2" fr (a), so nennen
wir b den n-ten Oktavton von a (n € N*). Wir sagen auch, b liege n Oktaven iiber a. Das
Intervall zwischen 2" ta und 2"a heisst n-te Oktave von a. Gilt fiir ein Intervall zwischen
b und a, dass fr (b) = 5 fr (a), so nennen wir b den n-ten unter a liegenden Oktavton von
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Bemerkung 6. Fiir Oktavtine typisch ist, dass die Menge der Oberfrequenzen hoherer
Oktavtone jeweils eine echte Teilmenge der Menge der Oberfrequenzen der tieferen Ok-
tavtone ist. Wir betrachten die Ton b samt seinen Oberfrequenzen nfr(b),n € N*. Sei t/
der erste Oktavton von b mit seinen Oberfrequenzen nf(b'). Nun gilt gemdss Definition
fir den ersten Oktavton nfr(b') = 2nfr(b). Damit sind die Oberfrequenzen von nb' auch
Oberfrequenzen von b, da 2n € N*. Die Teilmenge ist echt, da z.b. 3fr(b) nicht Element
der Menge der Oberfrequenzen von nb' ist.

Bemerkung 7. Da zwischen den Grundfrequenzen der Tione und den Tonen eine Bijektion
existiert, beziehen wir uns kiinftig oft mit dem Ausdruck ,Frequenz eines Tones“ auf die
Grundfrequenz des Tones.

Bemerkung 8. Der von Menschen horbare Bereich liegt — ja nach Alter — zwischen 16 Hz
und 20000 Hz. Man kinnte die vorangehende Definition entsprechend einschranken.

Definition 9. Die Linge des Intervalles zwischen b und ¢ mit fr (c) > fr(b) ist ;:—Eg

Die Léange von Intervallen wird also durch Frequenzverhéltnisse ausgedriickt. Begriin-
dung: Das Intervall zwischen zwei benachbarten Oktavtonen von a sollte dieselbe Lénge
haben. Betrachten wir den 1. und 2. Oktavton des Tones mit der Frequenz 200, so betrigt
die Differenz der Frequenzen 4 -200 — 2 - 200 = 400. Betrachten wir den 2. und 3. Oktavton
dieser Frequenz, betréigt die Differenz hingegen 8 - 200 — 4 - 200 = 800. Wiirde man die
Lange von Intervallen mit Hilfe von Differenzen von Frequenzen definieren, hiatten Oktaven

4200 _ 8-200

jeweils unterschiedliche Léngen. Bei Frequenzverhéltnissen ist das anders: 3555 = 5506

1.1 Die Natiirliche Tonstruktur

Definition 10. Eine Tonstruktur (o, B, F, fr) heisst Natiirlich genau dann, wenn B = {b
| fr(b) =nfr(o) und n € N*}.

Eine Tonstruktur mit den Grundton o ist damit Natiirlich, wenn sie alle Tone enthélt,
deren Grundfrequenz ein n-Vielfaches der Grundfrequenz des Grundtones ist und n ei-
ne von 0 verschiedene Natiirliche Zahl ist. Wir schreiben fiir die Natiirliche Tonstruktur
(o,B, F, fr)".

Die Frequenzverhéltnisse zum Grundton sind gegeben durch 7}%((00)) =

Wiéhlen wir fiir den Grundton o := C := 66H z, erhalt man (c, fiir n— gestrichenes c)
(s. Tabelle 1):



Frequenz | Frequenzver- Name des Intervalls
héltnis zum zwischen den aufein-
Vorton der Liste | anderfolgenden Toénen
Fr(C)= |1-66= |66
fr(c) = 2.66= | 132 2/1 Oktave
fr(g")= |3-66 198 3/2 Reine Quint
fr(c))= |4-66= | 264 4/3 Reine Quart
fr(el)= |5-66= | 330 5/4 Harmonische grosse Terz
frigh)= |6-66= | 396 6/5 Harmonische kleine Terz
fron)= | 7-66= | 462 7/6
fr(c)= |8-66= | 528 8/7
fr(dy) 9.-66= | 594 9/8 Harmonische grosse Sekunde
fr(e2) = | 10-66 = | 660 10/9 grosser Ganzton
frim)y= |11-66 | 706 11/10
frigs) = |12-66= | 792 12/11
fr(asy) =1 13-66 = | 858 13/12
frbty= | 14-66 = | 924 14/13
frs) = | 1566 = | 990 15/14
fr(cs) 16 - 66 = | 1056 16/15 Harmonischer Halbton
17-66 = | 1122 17/16
Fr(dy) | 1866 = | 1188 18/17
1966 = | 1254 19/18
frien)  120-66= 1320 20/19
etc.

Tabelle 1: Frequenzen der Tone der Natiirlichen Tonstruktur bei der Wahl von 0:=C:=66Hz

Bemerkung 11. C (grosses C) wird gewdhnlich mit der Frequenz 440 - % = 65.406H z
definiert, da man vom Kammerton a; = 440H z ausgeht.

Bemerkung 12. In der ersten Oktave hat es einen Ton, in der zweiten zwei, in der dritten
vier, etc. Man erhdlt die Anzahl der Téne pro Oktave mittels der Formel (k € N*, k fir
die k-te Oktave).

2k‘ o 2k—1 — _2k;
2

2% ist die Anzahl der Téne mit einer Frequenz kleiner-gleich dem Ton 2% fr(o). Damit gilt

2k‘ _ 2k—1 —9. 2k—1 _ 2k—1 — 2k—1 — l X 2k‘

i :
Es hat also mit aufsteigenden Oktaven immer mehr Tone in der Oktave. Manche dieser
Téone sind oktavierte Tone der tieferen Oktaven. Offensichtlich steigt auch die Zahl der
Téne, die nicht oktavierte Tione von tieferen Oktaven sind. In der ersten Oktave hat es
keine solche Téne, in der zweiten einen, in der dritten zwei, in der vierten vier, in der
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fiinften 8, etc. Es handelt sich um Téne mit ungeradem n, da Oktaven von fr(c) durch
Multiplikation mit 2™ erreicht werden und 2" eine gerade Zahl ist. Allgemein besteht die
Anzahl der Tone fir die k — te Oktave, die nicht oktavierte Tone tieferer Oktaven sind,
aus den ungeraden n. Man erhdlt

0 firk =1
k=L —2k=2 = 1. 9% fiir k e N*\{1}

mit k fiir die k — te Oktave. Man muss die Anzahl ungerader n zwischen 2% und 2F!
bestimmen. Die Anzahl der n zwischen 2F und 281 betrigt, wie bereits erwdihnt, 2F —2F—1 =
%2’“. Die Hilfte davon sind ungerade:

281

2- .9k
2 4

N[

Offensichtlich geht iZk fiir steigendes k gegen Unendlich. Es gibt also abzdhlbar unendlich
viele verschiedene Téne, die nicht oktavierte Tone tieferer Oktaven sind.

Mit der Natiirlichen Tonstruktur ergibt sich das Problem, dass in den ersten Oktaven
jeweils zuwenig Toéne vorkommen. Man kénnte versucht sein, das Problem zu losen, indem
man die Téne der hoheren Oktaven hinunter oktaviert. Da es unendlich viele gibt, wird
damit aber die erste Oktave aufgefiillt und man hat dort zuviele Tone. Es stellt sich das
Problem der Auswahl der T6éne, wenn man nur endlich viele Tone in den Oktaven haben
will. Ein Losungsversuch stellt die in der Folge diskutierte Pythagordische Tonstruktur dar.

Bemerkung 13. Das Ziel, endlich viele Tone in der ersten Oktave zu haben, war historisch
gesehen nicht Triebfeder der Entwicklung. Zudem wird durch fliessende Uberginge zwischen
den Tonen, durch Vibrato und Ziehen an den Saiten z.B. nicht auf Zwischentone verzichtet.
Trotzdem trigt — wenigstens in der traditionellen westlichen Musik, aber nicht nur dort —
das System mait 12 Ténen pro Oktave das Spiel.

Eine konkrete Natiirliche Tonstruktur erhilt man durch die Festlegung des Grundtones
0.

Definition 14. Fine Tonstruktur, welche die Tone der ersten Oktave sowie alle und nur
die oktavierten Téne der ersten Oktave enthdlt, wird ,oktav-periodisch“ genannt.

Die Natiirliche Tonstruktur ist nicht oktav-periodisch.

1.2 Die Pythagoridische Tonstruktur

Man geht von Oktaven und Reinen Quinten aus. Diese weisen einerseits die einfachsten
Frequenzverhéltnisse auf (2/1 und 3/2). Zudem sind zwei Tone, die durch eine Oktave oder
durch eine Quint getrennt sind, verbreiteten Horgewohnheiten entsprechend, gleichzeitig
gespielt besonders wohltonend. Man verlangt in einem ersten Versuch,
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1. dass in der Tonstruktur fiir jeden Ton der Reine Quintton und
2. fiir jeden Ton der Oktavton existiert.

3. Zuletzt werden die Quinttone in die unteren Oktaven hinunteroktaviert, um die tiefe-
ren Oktaven aufzufiillen.

Wie wir gleich sehen werden, geniigen diese Festlegungen noch nicht, um nur endlich
viele Téne pro Oktave zu erhalten.

Man erhélt fir die ersten Quinten der Folge von Quinten [66Hz,132Hz) von C (s.
Tabelle 2):

Frequenzen hinunteroktavierte
Frequenzen

fr(C) = 1-66 fr(C) 66
fr(GY) = 3.66 =99 fr(G?) = | 2.66=99.0
fr(d?) = (3)°-66 =148.5 | fr(D?) = | (2)*-66-1=74.25
fr(a?) = (3)*-66=222.75 | fr(A?) = | (8)*-66-1=111.38
fr(el) = (3)"-66 =334.13 | fr(E9) = | (2)"-66-(1)" =83.531
fr(nd) = (3)”-66=501.19 | fr(H?) = | (3)”-66-(3)* =125.30
fr(fis) = frigesd) | (3)°-66=751.78 | fr(Ges?) = | (2)°-66- (1) =93.973
fr(desd) = (3)7-66 = 1127.7 | fr(Des?) = | (2)"-66- (3)" = 70.479
fr(asl) = (3)*-66 =1691.5 | fr(As?) = | (3)*-66-(3)" =105.72
fries?) = (3)”-66 =2537.3 | fr(Es?) = | (2)”-66- (%) =79.289
fr(vd) = (2)"-66 =3805.9 | fr(BY) = | (3)"-66-(1)" =118.93
frfd) = ()" 66 =5708.8 | fr(F9) = | (3)"-66-(1)" =89.201

Tabelle 2: Frequenzen der Tonstruktur, die aus Reinen Quinten aufgebaut ist

Nach den hinunteroktavierten Frequenzen geordnet ergibt sich (s. Tabelle 3)



hinunteroktavierte Frequenzen | Frequenzverhéltnis
fr(C) = 66 zum vorangehenden Ton der Liste
fr(Des?) = (3)7-66 - (1)" = 70.479 70.479/66 = 1.0679
fr(D9) = (3)*-66-1=174.25 74.25/70.479 = 1.0535
fr(Es?) = (3)”-66- (1) =79.289 79.289/74.25 = 1.0679
fr(Es) = (3)*-66- (3)* =83.531 83.531/79.289 = 1.0535
fr(Fe) = ()" 66 - (1)" =89.201 89.201/83.531 = 1.0679
fr(Ges?) = fr(Fis?) | (2)°-66- (3)° = 93.973 93.973/89.201 = 1.053 5
fr(Ge) = 3.66 =99 99/93.973 = 1.053 5
fr(Ast) = (3)"-66- (1)" =105.72 105.72/99 = 1.0679
fr(A?) = (2)*-66-1 =111.38 111.38/105.72 = 1.0535
fr(B) ()" -66- ()" =118.93 118.93/111.38 = 1.0678
fr(H?) (3)”-66- ()" =125.30 125.30/118.93 = 1.0536

Tabelle 3: Tabelle mit den hinunteroktavierten Frequenzen beim Anfiigen Reiner Quinten



Es ergeben sich mehrere Probleme mit dieser Tonstruktur, die man Reine-Quinten-
Tonstruktur nennen kénnte. Man sieht, dass die Intervalle zwischen benachbarten Tonen
nicht immer gleich lang sind: es gibt zwei unterschiedliche Léangen. Dies hat Auswirkungen
auf die iibrigen Intervalle. Dies wirkt sich u.a. darauf aus, dass man Musikstiicke in dieser
Tonstruktur bei gegebener Stimmung nicht beliebig in solche mit einem anderem Grundton
transponieren kann.

Wichtiger noch: die vorgeschlagene Tonstruktur 16st das Problem der Wahl der Téne
nicht. Bildet man nach dem obigen Verfahren die Quint tiber fZ und oktaviert diesen Quint-
ton in die erste Oktave hinunter, erhélt man:

Frequenz hinunter oktavierte Frequenz
(3)”-66=285633] (2)-66- (1) =66.9

Man erhélt einen Ton, der mit keinem der Tone der obigen Liste identisch ist. Fiir

3\ 24 1\ 1
) .66-(=) =67.81
(2) 66 (2) 67.813

erhélt man in der eingefithrten Tonstruktur einen weiteren Ton, der nahe bei 66.9 liegt
und nicht mit einem Ton der obigen Liste iibereinstimmt. In der Tat weist die Menge der
in die erste Oktave hinunteroktavierten Quinténe abzéhlbar unendlich viele von einander
verschiedene Tone auf, was sich durch den Beweis des folgenden Satzes ergibt:

Theorem 15. Die Menge

3 1

Q:={z|FneN" ImeNl<zx= (5) (5) <2}

1st abzahlbar unendlich.

Beweis. Wie zeigen zuerst, dass fiir alle n € N* ein m € N existiert mit

() () =

Sei n € N*, dann existiert ein m € N und ein y € R mit 0 < y < 2™ so dass

3 n
o) =2m 4y
(2) =2

%)n Fiir n = 1, gibt es ein solches, ndmlich
m = 0. Wenn fiir ein beliebiges n ein m gibt, mit 2™ < (%)n, so gilt dies auch fiir n+1, da

dann 2" < ( %)nﬂ. Entweder ist dann m das grosste, das die Ungleichung erfiillt oder gibt
es grosseres m, das die Ungleichung erfiillt. Fiir das grosste m gibt es ein y mit 0 < y < 2™
und (%)n = 2" 4+ y. Wére y > 2™, gibe es ein z mit 0 < z € R und y = 2™ + z. Damit

wire 2m 4y = 2" 2™ 4z = 2.2 4 » = 2™F | » Das gewihlte m wiire nicht das grosste.

Man wahlt das grosste m, so dass 2" < (
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Zudem kann y nicht 0 sein, da sonst (%)n = 2™ wiére. Dies ist fiir m € N und n € N* nicht
moglich. Gébe es namlich solche n und m mit %n = 2" gilte durch Logarithmieren beider
Seiten

3
nlog2§ =mlog,2=m

und damit

3
2 n

Nun ist aber logQ% keine Rationale Zahl. Wire nimlich log, 2 rational, gibe es ganze

2
Zahlen p und ¢ (¢ # 0) mit:

1 S _ P
O —_ = —
g22 q

woraus geméss Logarithmusdefinition folgt

I3

2

Y

N W

woraus sich
atp

ote =95 =3
ergibt. Durch Potenzieren mit ¢ folgt

26]+p = 3¢

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung der beiden Ausdriicke, kénnen diese nicht
identisch sein. Also ist log, % nicht rational, womit

3 m
1 _ = —
0g22 n€@

nicht moglich ist und damit auch %n = 2™ widerlegt ist.
Man erhélt mit diesen Ergebnissen
Yy

0<=x«1
2m

Q@ - en () - ()

=14 -—¢€ ]1,2[.
+om € 112

und

Damit ist gezeigt, dass fiir alle n € N* ein m € N existiert mit

(2 () =
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Als néchstes geht es darum zu zeigen, dass es unendlich viele Quinttone gibt, die nicht
Oktavierungen anderer Quinttone sind. Dazu kann man die stirker Aussage beweisen,
dass fiir alle n € N* ein eindeutiges z,, € @ existiert. Man muss zeigen, dass x,, # x,, fiir
n # n'. Fir eine reductio ad absurdum nimmt man an, dass es ein z, = x,/ fiir n # n’

gibt. Damit gilt dann
3" /1\™ (3 "I\
2 2/ \2 2
und durch Verteilen der Hochzahlen

3n 3 .
onom — gn’om’

3n2n’+m/ _ 3n/2n+m

Da jede positive ganze Zahl eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt, hat diese Glei-
chung fiir n # n’ keine Losung. Fiir jedes n gibt es also genau ein x,,, womit auch gezeigt
ist, dass @) abzahlbar unendlich ist. O

Der Beweis zeigt also sogar eine stidrkere Aussage als die abzédhlbare Unendlichkeit der
Menge der Quinttone: alle Quinttone der Folge sind in die erste Oktave hinunteroktaviert
von allen anderen verschieden. Durch die Tonstruktur der Quinttone ist entsprechend das
Problem der Auswahl der Tone fiir die erste Oktave nicht gelost.

Bemerkung 16. Das Verhdltnis der Frequenz 66.9 zur Frequenz 66 des Grundtones betrdgt

66.9 3\'? /1)’
= _1.0136=(2) (=
= roso=(3) - (3)

und wird ,Pythagordisches Komma“ genannt. Es handelt sich um eine rationale Zahl.
Spielt man diesen Ton zusammen mit dem Grundton, erfolgt ein Zweiton-Akkord, der
gemdss verbreiteten Hiorgewohnheiten misstonend ist. Wird der Ton mit der Frequenz 66.9
oktaviert, erhdlt man fiir jede Oktave eine Ton, der sehr nahe beim entsprechend oktavierten
C liegt.

Bemerkung 17. Das erwdihnte Problem hdngt mit der Tatsache zusammen, dass 12
tibereinandergelegte Quinten (%)12 nicht genau 7 Oktaven (27) ergeben. Man erhdlt als
Frequenzverhdltnis dieser beiden Tone wieder das Pythagordische Komma

S OR0)

Das Problem, das durch Hinunteroktavierungen der Folge von Quintténen erfolgt,
kénnte man 16sen, indem man alle Quinten leicht verkleinert, so dass 12 Quinten 7 Okta-
ven ergeben. Es wiirde eine oktav-periodische Tonstruktur resultieren mit endlich vielen
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hinunteroktavierten To6nen in der ersten Oktave. In diesem Falle wiirde gelten

fL'lZ — 27

=212 = V27 ~ 1.4983

Es handelt sich um eine nicht-rationale reelle Zahl. Wieso bei den Griechen bis ins Mit-
telalter der Weg iiber nicht-rationale Zahlen nicht gewahlt wurde, dariiber kann man nur
spekulieren. Einerseits wurden nicht-rationale Zahlen von manchen Pythagordern nicht
akzeptiert, obwohl der Satz von Pythagors unmittelbar zum Problem einer auf rationa-
le Zahlen beschriankten Mathematik fithrt - die Lénge der Hypothenuse des rechtwinkli-
gen Dreiecks mit Schenkeln der Linge 1 betréigt ja /2. Andererseits wurden die entspre-
chenden Intervalle eventuell als misstonend wahrgenommen, obwohl sich die gleichméssige
von der Reinen Quint nur minimal unterscheidet. Jedenfalls wurde nicht der Weg der
gleichméssigen Verminderung aller Quinten gewéhlt: man verkleinerte nur eine der Quin-
ten um das Pythogoriische Komma (Wolfsquinte) und beliess die iibrigen Quinten ,,rein*.
Fiir das verkleinerte Intervall gilt:

3\ M 262144
v (2) T AT o8

2

Die verkleinerte Quinte wird gewthnlich von As? nach Es? eingefiigt. Es entsteht EsP.
Die im Quintenzirkel folgenden Téne b} und ! vermindern sich entsprechend ebenfalls um
das Pythagordische Komma und werden zu b und f£. Man erhélt also die in die erste
Oktav hinunteroktavierten To6ne (s. Tabelle 4):

Man erhilt die Verhéltniszahl der Wolfsquinte auch durch 2/ ((%)12 : (l)7> =1.4798
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fr(Des?) (3)"-66- (1) =70.479 70.479/66 = 1.0679
Fr(DY) (3)*-66- 1 =74.25 74.25/70.479 = 1.0535
fr(EsP) 202144 (3)%. 66. (1)” = 78.222 | 78.222/74.25 = 1.0535
fr(E7) (3)*-66- (1)* =83.531 83.531/79.289 = 1.0535
fr(EP) 214 (3)10 6. (1)° =88.0 | 88/83.531 = 1.0535
fr(Fist)=fr(Ges?) | (2)°-66- (1)’ = 93.973 93.973/89.201 = 1.053 5
Fr(G) 3.66 =99 99/93.973 = 1.0535
Fr(As?) (3)"-66- (1) =105.72 105.72/99 = 1.0679
Fr(A9) (3)*-66-1=111.38 111.38/105.72 = 1.053 5
fr(BP) 20141 (3)9 .66 (1) = 117.33 | 117.33/111.38 = 1.053 4
fr(H?) (g)5 - 66 - (%)2 = 125.30 125.30/118.93 = 1.053 6

Tabelle 4: Frequenzen der Tone der ersten Oktave der Pythagordischen Tonstruktur bei
der Wahl von 0:=C:=66

Die meisten Intervalle zwischen benachbarten Ténen weisen nun eine Lénge von 1. 053 4
auf. Es gibt aber immer noch unterschiedliche Léngen zwischen benachbarten To6nen.
Man erhélt die folgenden Frequenzverhiltnisse vom Grundton C aus (s. Tabelle 5):
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fr(C) =66 Berechnung Frequenzverhéltnis | Frequenzverhéltnis | Name des Intervalls
C nach Des?: (%)7 : (%)4 = % Pyth. kl. Sekunde

C nach D%: (%)2 % = % Harmonische gr. Sekund
C nach Es?: f?? ﬁ‘; . (%)8 . (%)5 = % Pyth. kl. Terz

C nach E%: (%)4 : (%)2 = 2—}1 Pyth. gr. Terz

C nach F?: f?? f; : (%)10 : (%)6 = % Reine Quart

C nach Ges? : (%)6 : (%)3 = % Pyth. Tritonus

C nach G%: % Reine Quint

C nach As?: (%)8 : (%)4 = % Pyth. kl. Sext

C nach A% (%)3 % = f—g Pyth. gr. Sext

C nach B?: f?g ﬁ‘; . (%)9 . (%)5 = % Harmonische kl. Sept
C nach H?: (%)5 : (%)2 = % Pyth. gr. Sept

Tabelle 5: Tabelle mit Pythogoriischen Intervallen vom Grundton aus

Da nicht alle kleinen Sekunden gleich lang sind, sind auch nicht alle grossen Sekunden,
Terzen, Quarten, Quinten, etc. jeweils gleich lang. Entsprechend kann man Musikstiicke
nicht ohne Umstimmen transponieren und Wechsel in andere Tonarten sind in einer Py-
thagoréischen Tonstruktur nicht moglich, ohne Disharmonien zu erzeugen.

Es folgt noch eine formelle Definition der Pythagoriischen Tonstruktur .

Definition 18. Die Pythagordiische Tonstruktur (o, B, F, fr)" ist bestimmt

1. durch die Menge B der Téne, die

(a) sich gemdss den Frequenzverhdltnissen der Tabelle 5 aus dem Grundton o erge-
ben und

(b) die die Oktavtine tber diesen Tonen enthdlt.

2. durch die Festlequng der Frequenz des Grundtones o.

Gemiss 1.(b) der Definition, ist die Pythagoriische Tonstruktur oktav-periodisch.
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Bemerkung 19. Die Pythagordische Tonstruktur hat ein paar erwdihnenswerte Figen-
schaften: Betrachtet man die Tonstruktur (C, B, F, fr)’ und die Téne C, D, E, F, G, A,
H, ¢, dann weisen alle Ganztonschritte einerseits und alle Halbtonschritte anderersez’ts
dasselbe Frequenzverhdltms auf: c-d: 3, d-e: (5/%) = 2; f-g: ( /3) =2 g-a: (27/ ) =

64
a-h: (& 2—7) =z und fuir die Halbtonschritte: e- f (4 81) = h—c: (% %‘g) = 243 Dzes

128/ 16 243’
qilt nicht mehr, wenn man in dieser Tonstruktur zur Tonfolge D, E, Fis, G, A,H, Cis, d

tibergeht. Zwischen Fis und E erqgibt sich z.B. : (% %) = %.

Zudem ist erwdhnenswert, dass in dieser Tonstruktur die Quinten C-G, D-A, E-H, F-
¢ Rein sind, zudem auch die Quarten C-F, D-G, E-A, G-c, wie man selber nachrech-
nen kann. Fir die ibrigen Quinten und Quarten gilt dies nicht. Weniger schon ist zu-

dem, dass zwei Halbténe zusammen weniger als den durch ¥ gegebenen Ganzton bilden:

256 | 256 __ 65536 65536 _ 531441 _
513 513 = moo1g- Das Frequenzverhdlinis der beiden betrdigt: ( 59049) = s = 1.0136
9

(= Pythagordisches Komma). Zudem ergeben 6 Ganztonschritte nicht die Oktave: (—)6 =

5
S =2.0273 > 2. Das Verhiltnis zur Oktave ergibt wiederum das Pythagoriische Kom-

ma ((2)° /2) = BH = 1.0136.

1.3 Die Harmonische oder Reine Tonstruktur

Bis zum Mittelalter war die Pythagoraische Stimmung verbreitet. Nachher verwendete man
vorerst die Harmonische oder Reine Stimmung, die man aus der Pythagoréischen Ton-
struktur wie folgt erhélt: Man iibernimmt die Frequenzverhéltnisse der Pythagoriischen
Intervalle ausser bei der kleinen Sekunde, der kleinen und grossen Terz, der kleinen und
grossen Sext und der grossen Sept. Man definiert diese wie folgt neu:

Definition 20. e Die Pythogordische kleine Terz wird durch das einfacher Frequenz-
verhdltnis g ersetzt (statt g—?) Wir nennen diese Terz die Harmonische kleine Terz.

e Die Pythogordiische grosse Terz wird durch das einfachere Frequenzverhdltnis 30 = 3

64 — 4
(statt 64) ersetzt. Wir nennen diese Terz die Harmonische grosse Terz.

e Die Harmonische kleine Sekunde wird gebildet durch das Abziehen der Harmonischen
grossen Terz von der Reinen Quarte: —/4 = 5

t 6561

1096 wird ersetzt durch die Harmonische kleine Sext

e Die Pythagordische kleine Sex

? .
e Die Harmonische grosse Sext wird gebildet durch Aneinanderfiigen der Reinen Quarte
45 _ 5

und der Harmonischen grossen Terz: 33 = 3.

e Die Harmonische grosse Sept wird gebildet durch Aneinanderfiigen der Reinen Quint
und der grossen Harmonischen Terz: %% = %.

Die Harmonische Tonstruktur kann man aber auch aus der Natiirlichen Tonstruktur

entwickeln. Man erhélt die entsprechenden Frequenzverhéltnissen als Verhéltnisse zwischen
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Frequenzen von To6nen der Natiirlichen Tonstruktur. So ist z.B. das Frequenzverhiltnis

zwischen dem 3. und dem 2. Ton der Natiirlichen Tonstruktur g;:gz; = %
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Wir definieren (s. Tabelle 6):

Verwendete Tone der Frequenzverhéltnis | Name

Natiirlichen Tonstruktur

2. und 1. Ton % Oktav

3. und 2. Ton % Reine Quint

4. und 3. Ton % Reine Quart

5. und 4. Ton % Harmonische grosse Terz

6. und 5. Ton g Harmonische kleine Terz

9. und 8. Ton % Harmonische grosse Sekund
16. und 15. Ton % Harmonische kleine Sekund
5. und 3. Ton g Harmonische grosse Sext

8. und 5. Ton % Harmonische kleine Sext
16. und 9. Ton % Harmonische kleine Septim
15. und 8. Ton 1—85 Harmonische grosse Septim

Tabelle 6: Frequenzverhéltnisse der Harmonischen Intervalle vom Grundton aus

Definiert man z.B. den Startton C' mit fr (C') = 66 Hz, erhdlt man fiir die iibrigen
Tone die folgenden Frequenzen (s. Tabelle 7):
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Frequenzverhéltnis zum

vorangehenden Ton
fr(Cy= [66-1= |66
fr(Cish) = 6628 = | 70.4 | 29/ _1 0667
fr(D?) = | 66-3= |74.25 | gfc =1.0547
fr(Bs"y = |66-8= | 79.2 | B =1.0667
frEY = |66-2= |82.5 s =1.0417
fr(F") = | 66- % — | 88 g—ﬁ =1.0667
frGhy = |66-2= |99
fr(As")y = | 66-5= |105.6 |33 =1.0667
fr(AM = | 66-2= | 110 g—f; =1.0417
fr(B") = |66 =|117.333 | 2 = 1.0667
fr(H) = | 66-42=|123.75 | P& =1.1719
fr(c) = 66-2= | 132 22 =1.0667

Tabelle 7: Tabelle mit Harmonischen Intervallen vom Grundton C:=66Hz aus.
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Wir nennen diese Zuordnung ,,Harmonische “ oder ,,Reine Stimmung“ der Harmonischen
h
Tonstruktur (¢, B, F, fr)".

Definition 21. Fine Harmonische oder Reine Tonstruktur (o, B, F), fr)h ist bestimmt
1. durch die Menge B der Téne, die

(a) sich gemiss den Frequenzverhdltnissen der Tabelle 7 aus dem Grundton o erge-
ben und

(b) die die Oktavtine tber diesen Tonen enthdlt.
2. durch die Festlequng der Frequenz des Grundtones o.

Die Harmonische Tonstruktur ist oktavzyklisch — geméss Punkt 1. (b) der Definition.
Es gibt in der Harmonischen Tonstruktur sogar mehr unterschiedliche kleine Sekunden als
in der Pythagordische Tonstruktur, was sich auf die {ibrigen Intervallle auswirkt. Ist ein
Instrument z.B. gemiss (C, B, F, fr)h gestimmt, kann man auf diesem Instrument nicht
ohne weiteres ein Stiick in A spielen. Zudem sind nicht mehr alle Ganztonschritte in C, D,
E, F, G, A, H, C beziiglich (C, B, F, fr)h gleich lang, wie man selber nachrechnen kann. Zu
beachten ist ferner, dass die Angabe fiir fr(fis) fehlt. Man konnte sie mittels Reiner Quarte
von C nach G und Hinzuzdhlen des Frequenzverhéltnisses von C nach Dis konstruieren.
Man erhalt 236 = 61— 1 4922 Moglich wire auch Abzihlen der kleinen Sekunde von

315 45
der Reinen Quint: % / }—g = g—g. = 1.4063 Man sieht, dass die beiden Definitionen nicht
iibereinstimmen. Das wie auch immer zu bestimmende Intervall wird Tritonus genannt und
wurde frither wegen der mit ihm verbundenen harmonischen Probleme auch der Teufel in

der Musik (lateinisch ,,diabolus in musica“) oder , Teufelsintervall“ genannt.

1.4 Die Gleichmissige Tonstruktur

Die Transpositionsprobleme konnen gelost werden, indem man alle Quinten gleichméssig
verkleinert (s.0). Bildet man

(1) die Folge von Quinttonen mit diesen verkleinerten Quinten (66 . 1\2/51) mit den
iEN
Quinttonen:
tl :66,t2 :tl . 1\2/§,t3 :tz . %,t4 Itg . 1\2/5, y

(2) oktaviert man die ersten 12 T6ne dieser Folge in die erste Oktave hinunter und
(3) ordnet man diese der Grosse nach, erhdlt man 12 Tone, so dass die Frequenz-
verhéaltnisse benachbarter Téne identisch sind (s. Tabelle 8):
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1 |66

2 | 69.92456423 09.92000428 — 1.0595
3 | 74.08249519 s lY = 1.0595
4 | 78.48766959 B8 = 1.0595
5 | 83.15478929 B3 B — 1.0595
6 | 88.09943038 8 = 1.0595
7 | 93.33809512 etc.

8 | 98.88826707

9 | 104.7684694

10 | 110.9983268

11 | 117.5986308

12 | 124.5914093

13 | 132 (Oktavton) | sracisss = 1.0595

Tabelle 8: In die erste Oktave hinunteroktavierte, geordnete Quinten der Folge von
gleichméssigen Quinten

Geht man also von der Folge der gleichmissigen Quinten aus, erhdlt man man ein
System von 12 To6nen pro Oktave, was eventuell erklart, wieso man oft mit Tonstrukturen
von 12 gleichméssig — oder im Falle der Pythagorédischen und Harmonischen Stimmung
fast gleichméssig — auf die Oktave verteilten Tonen arbeitet. Die Oktave wird dabei im
Falle der Gleichméssigen Stimmung in 12 gleichméssige kleine Sekunden aufgeteilt, die
jeweils das Frequenzverhéltnis x aufweisen, so dass

P2 =2—=
r= V2~~1.0595

Der gleichméssigen kleinen Sekunde wird also keine Bruchzahl zugeordnet, sondern eine
nicht-rationale reelle Zahl. Der 13. Ton der obigen Folge ist iibrigens der Ton mit der
Frequenz 66 - 1\2/57.12 = 8448, woraus sich um 6 Oktaven hinunterokatviert 8448 - (%)6 =
132 ergibt, also der 1. Oktavton.

Die Gleichung z'? = 2 kann man auch durch Logarithmieren 16sen, da 2 > 0 und z > 0
— die Basis 2 wihlt man, damit rechts 1 entsteht (Logarithmen sind ja Hochzahlen. Die
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Hochzahl y, so dass 2¥ = 2 ist offensichtlich 1). :

log, (2'%) =log, (2) <=
12log, () =1 «—

1
log, () = — <=

12
T = ex i =21 = ¥/2
P2 12
Von Interesse ist der Zwischenschritt log, (z) = % Der Logarithmus zur Basis 2 des

Frequenzverhiltnisses einer gleichméssigen kleinen Sekunde betrégt 1—12 Wird die Oktave
in 6 gleich lange grosse Sekunden (Ganztonintervalle) aufgeteilt, erhdlt man

2% =

log, (z) =

D= N

Zwei kleine Sekunden aneinandergefiigt ergeben dasselbe Resultat, ndmlich ein Ganztonin-
tervall : 1—12 + % = %. Man erhélt also eine additive Messung der Langen von Intervallen. Wir
nennen diese Messskala ,, Oktavmass“, da eine Oktave der Einheit 1 entspricht: Das Oktav-
mass weist einer Oktave log, (%) = 1 zu und zwei aneinandergefiigten Oktaven log, % =2,
etc. Allgemein kann man definieren:

Definition 22. Die Linge eines Intervalls mit Frequenzverhdltnis z betrdgt im Oktavmass
logy(2).

Die Lénge des Intervalls, dessen Léange im Frequenzverhéltnis % (Reine Quint) betrigt,
betrigt im Oktavmass log, (3) = 0.58496. Umgekehrt erhélt man 205849 = 3 Misst
man die Lange zweier aneinandergefiigter Intervalle (z.B. Reine Quint + Reine Quart) mit
Hilfe von Frequenzverhéltnissen, wird das Produkt der Frequenzverhéltnisse berechnet: im
Beispiel %% =2 = % . Werden die Intervalllingen mit dem Oktavmass gemessen, ergibt

sich: - 5 A
log, (55) = log, (5) + log, <§> =1

Man kann die Oktav-Messskala aufblasen, indem man sie mit 1200 multipliziert. Man
erhélt die sogenannte Cent-Skala. Man erhélt also fiir die Intervalllinge z im Frequenz-
verhéltnis die Intervalllinge in Cent mittels

1200 log, () .

In der Cent-Skala misst die gleichmaéssige kleine Sekunde 100 Cent (1200 - log, (1.0595) =
100). 1 Cent entspricht damit dem Frequenzverhéltnis

9w = 23/2 = 1.00057779
(Kontrolle:1200 log, (1.00057779) = 1)
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Fiir die Gleichméssige Tonstruktur (C, B, F, fr)? erhélt man die folgende Stimmung (s.
Tabelle 9):

fr(C) = 66-1= 66
r(Cis) = fr(Des 66- V2~ |69.925

fr(Cis) = fr(Des)

fr(D) = 66- 2  ~ | 74.082

fr(Dis) = fr(Es) = | 66- /2" ~ | 78.488
r(E) = fr(Fes 66- ¥/2' ~ |83.155

fr(E) = fr(Fes)

#r(F) = fr(Eis) 66- /2" ~ | 88.099
r(Fis) = fr(Ges) |66- /2"~ | 93.338

fr(Fis) = fr(Ges)

Fr(G) = 66- /2 ~ | 98.888
r(Gis) = fr(As) = | 66 - ¥ 2 ~ 104.77

fr(Gis) = fr(

Fr(A) = 66- 2" ~ | 111.00
r(Ais) = fr(B) = . ~ .
fr(Ais) = fr(B) 66- ¥/2" ~ | 117.60
Fr(H) = fr(ces 66- %2 ~ | 124.59

frc) = 66- %2 = | 132

Tabelle 9: Frequenzen der Gleichméssigen Stimmung bei C:=66Hz

Die Intervalle sind von allen Ténen aus gleich lang, miissen also nicht in Bezug auf
den Grundton der Tonstruktur definiert werden. Deshalb werden wir in der Folge mit den
unqualifizierten Intervallenamen ,kleine Sekunde*, , grosse Sekunde®, | kleine Terz“ u.sw.
jeweils die entsprechenden gleichméssigen Intervalle bezeichnen.

Wir erhalten damit (s. Tabelle 10):
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Lange Lange Liange | Anzahl Abkiirzung
in Frequenz- in Oktav- in Cent | Halbténe von | fiir Intervall
verhéltnis mass Gundton weg | zum Grundton

kleine Sekunde | /2 % 100 1 b2

grosse Sekunde 1\2/52 = 2 12—2 = % 200 2 2

kleine Terz 1\2/53 =2 % = i 300 3 b3

grosse Terz 1\2/54 =2 14—2 = % 400 4 3

Quart 2’ 5 50 |5 1

Tritonus ¥2'=¥2 £=L1 60 |6 b5 = f4

Quint Y2 I 700 |7 5

Kleine Sext Y=y 8-=2 80 |8 6

grosse Sext W= v® L£=3 900 |9 6

Kleine Sept %20 =28 —5 1000 |10 ¥7

grosse Sept 1\2/511 % 1100 11 g7 (j7,maj7)

Oktave g2 =2  2_1 1200 |12 8

Tabelle 10: Frequenzverhéltnisse der gleichméssigen Intervalle

Fiir die Reine Quint erhélt man :
3
1200 log, (5) = 701.9550009

Die Quint in der Gleichméssigen Stimmung entspricht also nicht genau der Reinen Quint.
Fiir die Reine Quart erhélt man entsprechend auch eine kleine Abweichung, da die beiden
Reinen Intervalle zusammen 1200 Cents ergeben:

4
1200 log, <§> = 498.0449991

Um die Abweichungen fiirs Gehor einschétzen zu konnen, s. https://de.wikipedia.org/wiki/
Cent_(Musik), wobei dort nicht der Klang der Intervalle fiir 700 vorgespielt wird — es wird
ein Vergleich der Reinen Quint mit einer mitteltonigen Stimmung geliefert (Quintlénge =
697 Cent). Der Unterschied zwischen der Reinen Quint und der Quint der Lange 700 ist
also noch kleiner. Frequenzen (mit und ohne Oberténe) eingeben und horen kann man z.B.
auch auf http://www.mjtruiz.com/ped/fourier/.
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Definition 23. Die Gleichmdssige (Gleichstufige) Tonstruktur (o, B, F, fr)? ist bestimmt

1. durch die Menge B der Téne, die

(a) sich gemdss den Frequenzverhdiltnissen N/2° mit k € N3, aus o ergeben und

(b) die die Oktavtine tber diesen Tonen enthdlt.

2. durch die Festlequng der Frequenz des Grundtones o.

12
Die Gleichmissige Tonstruktur ist oktav-periodisch und es gilt: 27 = (1\2/57) (12

aneinandergereihte Quinten sind gleich gross wie 7 anandergereihte Oktaven).

1.5 Obertone eines Tones und Intervalltone

Es stellt sich die Frage, wie viele Oberténe ein Ton und der Reine Quintton iiber diesem
Ton gemeinsam haben. Die Oberténe sind identisch, wenn gilt (F' fiir die Frequenz des
untersuchten Tones):

nF:méF
2
3
n=-m
2

wobei %m ganzahlig sein muss. Damit ergibt sich, dass m gerade sein muss. Fiir gerade m
gilt damit, dass es ein m’ gibt, so dass m = 2m’, womit dann n = 3m’. Der 3n-te Oberton
des Grundtones ist also mit dem 2n-ten Oberton des Quinttones identisch (s. Tabelle 11).

n Obertone Obertone

des Grundtones des Quinttones
1 66 99
2 132 198
3 198 297
4 264 396
5 330 495
6 396 594
7 462 693
8 528 792
9 594 891
10 660 990
11 726 1089
12 792 1188

Tabelle 11: Gemeinsame Obertone von Reinem Quintton und Grundton
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Fiir Reine Quarten gilt analog;:

4
F=m-F
n m3
4
n==-m
3

Wobei m in den natiirlichen Zahlen durch 3 teilbar sein muss. Entsprechend ist der 4n-
te Oberton des Grundtones mit dem 3n-ten Oberton des Reinen Quarttones identisch (s.
Tabelle 12).

n Obertone Obertone
des Grundtones des Quarttones

1 66 88
2 132 176
3 198 264
4 264 352
5 330 440
6 396 528
7 462 616
8 528 704
9 594 792
10 660 880
11 726 968
12 792 1056

Tabelle 12: Gemeinsame Oberténe von Reinem Quartton und Grundton

Allgemein gilt: Fiir ein Intervall, das durch 2 zum Grundton definiert ist, ist der o-n-te
Oberton des Grundtones mit dem p - n-ten Oberton des Intervalltones identisch.

Jeder Intervallton der obigen Art hat damit abzédhlbar unendlich viele Obertone mit den
Grundton gemeinsam. Allerdings liegen diese weiter auseinander, je grosser die Zahlen der
vollsténdig gekiirzten Briiche sind. Unterschiedliche Anzahlen gemeinsamer Obertone erge-
ben sich also nur, wenn man ein endliches Intervall fiir die zu betrachtenden Obertone fest-
legt — z.B. den héhrbaren Bereich. In endlichen Intervallen haben Intervallténe umso mehr
gemeinsame ToOne mit einem Grundton, je kleiner die Zahlen des vollstdndig gekiirzten
Bruches sind, der sie festlegt.

Beziiglich gleichméssigen Intervallen lésst sich folgendes feststellen: Damit die Obertone
beziiglich Quintton iibereinstimmen, muss gelten:

nkF = ¥ ' mr
n= X2'm
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Nun ist 1\2/§7m fiir natiirliche m immer eine irrationale Zahl, denn %, 27 ist irrational. Ware
1\2/§7m rational, wiirde es natiirliche Zahlen p und ¢ # 0 geben, so dass

o' =L e

q
12 7 p

2 =
V2 phe

Damit ware 1\2/57 rational. Aus dem Widerspruch folgt, dass 1\2/57771 nicht rational ist.

Also kann n = ¥/2'm nicht sein, da eine irrationale Zahl nicht mit einer natiirlichen Zahl
identisch sein kann. Entsprechend haben der Ton mit der Frequenz F' und der Quintton

mit der Frequenz 1\2/57F keine gemeinsamen Obertone. Dies gilt allgemein fiir
n= ¥2'm

mit einer natiirlichen Zahl p < 11 (ohne die 0). Allerdings ist zu beachten, dass die je-
weiligen Obertone Harmonischer Intervalle und Gleichmaéssiger Intervalle sehr nahe und
konstant bei einander liegen. Es gilt fiir alle Obertone der Gleichméssigen und der Reinen
Quinte das Frequenzverhéltnis

3
my

w

— = 2 =1.001129891

m¥y2 Y2

Die entsprechenden Verhéltnisse gelten auch beziiglich der Gleichméssigen Intervalloberténe
und den Grundtonobertonen, da an den Stellen, an denen die Reinen Intervalloberténe mit
den Grundtonobertonen iibereinstimmen, diese Obertone identisch sind. Fiir die iibrigen
Intervalle erhélt man (s. Tabelle 13).

Manchmal wird argumentiert, das Zusammenklingen zweier T6ne sei fiir unser Ohr
um so harmonischer, je mehr gemeinsame Obertone die beiden Téne im horbaren Be-
reich haben. Aus der Tatsache allein, dass gewisse Zweiton-Akkorde im hohrbaren Be-
reich mehr gemeinsame Obertone haben als andere, lasst sich nicht schliessen, dass sie
fiir uns harmonischer klingen. Wie wohlténend das Zusammeklingen von T6nen ist, muss
man vielmehr durch empirische Studien in Erfahrung bringen, wobei die wichtige Bedeu-
tung von Horgewohnheiten im Auge zu behalten ist. Je nach Musikkonsum (z.B. Klas-
sikstreichquartette versus Bebop-Jazz) wiirden bei vielen unterschiedliche Ergebnisse zu
Tage treten. Wahrend vor allem klassische Musiker die Gleichméssige Ténung manch-
mal schridg finden, empfinden manche Jazz-Musiker die Harmonische Stimmung als falsch
oder misstonend (s. Frank Sikora, S. 23). Um die eigene Empfindung zu testen, sei auf s.
https://www.musiklehre.at /g7 /alle-stimmung-vergleich/ verwiesen.

Bemerkung 24. In der Geschichte wurden weitere Tonstrukturen definiert, z.B. Vari-
anten, die nahe an der Gleichmdssigen Tonstruktur liegen und deren Stimmungen ,wohl-
temperiert “ genannt werden. Bekannt sind etwa auch Tonstrukturen, deren Stimmungen
,mitteltonig “ genannt werden. Fiir Horbeispiele s. musikanalyse.net oder auch kilchb.de.
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https://musikanalyse.net/tutorials/stimmungen/
https://kilchb.de/mittel_und_wohltemperiert.php

Harmonisch  Gleichméssig Frequenzverhéltnis
Kleine Sekund | 10 /2 £ = 1006799267
erosse Sekund | 2 §2’ i = 1002261058
Kleine Terz | & /o’ i = 1009075698
grosse Terz | Y3 o = 0.992125657
Quart s /2’ s = 0998871385
Kleine Sext | & /2° s = 100793684
grosse Sext | 2 /2’ s = 0991005929
Kleine Sept | 10 /2" i = 0.997744043
grosse Sept | 12 " % — 0.993246651

Tabelle 13: Vergleich der Frequenzen der Oberténe in Gleichméssiger und Harmonischer
Stimmung
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Bemerkung 25. Die Fingangsdefinition von Tonstruktur zeigt, was alles maoglich ist. Auf
diesem Hintergrund zeigt sich, wie nahe die heute verwendete Tonstruktur an den tra-
ditionell verwendeten Tonstrukturen liegt, wobei die Anderungen beziglich der dadurch
erdffeneten Mdoglichkeiten komplexer Harmonien und Tonartwechsel nicht als klein zu be-
urteilen sind.

Bemerkung 26. Frank Sikora schreibt in seiner Neuen Jazz-Harmonielehre auf der Seite
22:  Heute wird die Oktave in exakt 12 gleich grosse Halbtonschritte geteilt. Sie sind zwar
im Vergleich zur Harmonischen Stimmung und aus mathematischer Sicht leicht verstimmt,
der Unterschied ist aber so gering, dass er micht als stérend empfunden wird. Die tempe-
rierte Stimmung ist also ein Kompromiss, ein Mittelwert, der es nun moglich macht, jeden
Ton ohne grissere Probleme mit jedem beliebigen Grundton in Beziehung zu bringen “.

Die Aussage, dass die Gleichmdssig Stimmung aus mathematischer Sicht leicht verstimmt
ist, ldasst sich kaum begrinden. Von der Mathematik her kann man keine der Stimmun-
gen auszeichnen. Mathematik dient nur zu deren Beschreibung. Die Gleichmdssige Stim-
mung ist mathematisch betrachtet wohl einfacher als z.B. die Natiirliche, Pythagordische
und Harmonische Stimmung, wie die bisherigen Ausfihrungen belegen. Die Definition der
Gleichmdssigen Tonstruktur ist viel kiirzer: sie nimmt nicht bezug auf eine Frequenztabelle,
welche die Intervalle von jeweils einem bestimmten Grundton aus definiert, da alle Inter-
valle von allen Tonen aus gleich lang sind. Nach diesem FEinfachkeitskriterium wdre die
Gleichmdssige Tonstruktur wohl vorzuziehen, wobei ein solches Kriterium nicht musikali-
scher Art ist.

Von der Harmonischen Stimmung her gesehen ist die Gleichmdssige Stimmung gewiss
leicht verstimmt, das gilt aber auch umgekehrt und begrindet damit nichts. Die Harmo-
nische Stimmung ruht — geht man nicht von Gefilligkeiten fir unser Ohr aus — auf einem

recht willkiirlichen Sammelsurium von Frequenzverhdltnissen. Zuerst kommt zwar eine An-

sammlung von sehr einfachen Briichen mit einer gewissen Systematik vor (2, 2, %, 2, ¢

1727 37 42 5/°

Dann gibt es aber einen Sprung auf %, %g und schliesslich wird’s ziemlich willkiirlich mit g,
%, %5 und %.Ohne die Gefilligkeiten fiirs Ohr kinnte man diese Stimmung hdchstens als

ziemlich gute Niherung an die Gleichmdssige Stimmung — mittels recht einfacher Briiche
— rechtfertigen, wobei die Einfachheit der Briiche an sich noch kein musikalisches Qua-
litdtskritirium ist. Zuletzt sind in der Harmonischen Stimmung z.B. nicht alle Quinten
gleich lang: Beim Grundton C weist die Quinte von C aus das Freqenzverhdltnis % auf, von

D aus jedoch das Frequenzverhdltnis S—;g = 1.48148148]1.

Die Gleichmdssige Stimmung hat durchaus harmonische Vorziige, wie ein Vergleich zeigt:
Téne der Natiirlichen Stimmung kénnen beziiglich anderer Tone der Stimmung misstonig
sein (Alphorn-Fa, der 11. Ton der Natiirlichen Tonstruktur). In der Folge der Reinen
Quinttone gibt es ebenfalls Tone, die sich schlecht vertragen, wie oben gezeigt wurde. Die
Pythagordische Stimmung enthdlt die Wolfsquinte, deren Name nicht unbegriindet ist. Die
Welt der durch physikalischen Schwingungen erzeugten Téne ist fiir unser Ohr also nicht
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harmonisch, ausser man nimmt eine Auswahl vor, welche unserem Ohr schmeichelt oder
dieses minimal stort. Die Anwendung der Worter ,rein und ,harmonisch® auf Inter-
valle, die nicht den Intervallen der Gleichmdssigen Stimmung entsprechen, ist historisch
begriindet und driickt nicht eine hohere Qualitit dieser Intervalle aus, d.h. diese Intervalle
sind nicht reiner als die gleichmdssigen Entsprechungen. Der Ausdruck ,Reine Quinte“
st als Name fiir das Intervall zu betrachten, dessen Linge durch das Frequenzverhdltnis %
charakterisiert ist. Entsprechend wurde z.B. in ,Reine Quinte“ und ,Reine Quarte“ das

Adjektiv jeweils gross geschrieben.

Diese Bemerkungen wollen tibrigens die Verwendung der alten oder alternativer Stimmun-
gen nicht verbieten, ebensowenig die Verwendung von Ténen, die sich gemdss iiblichen
Hérgewohnheiten schlecht vertragen. In der Tat werden die alten Stimmungen z.B. in
der Kammermusik und ber der Verwendung von Streichinstrumenten durchaus gepflegt,
vor allem auch, wenn es darum geht, die alten Stiicke mdglich werkgetreu zu reproduzie-
ren. In diesem Fall wird dann auch zwischen Tonen unterschieden, die enharmonisch bet
Gleichmdssiger Stimmung nicht zu unterscheiden sind. Fis und Ges z.B. sind dann nicht
dasselbe.
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2 Tonleitern

Es wird zu Beginn moglichst allgemein verfahren. Dies zeigt, was alles moglich wére und
aus welchen Einschrinkungen die iiblichen Tonleitern resultieren. Sei N* die Menge der
natiirlichen Zahlen ohne die Null.

Definition 27. Sei ein Tonstruktur (o, B, F, fr) gegeben. f ist eine Tonleiter genau dann,
wenn f: N* — B eine Folge ist, so dass fir j > 1, 1,7 € N* gilt, fr(f () > fr(f ()

D.h. wenn j grosser als i ist, ist die Frequenz, die dem Ton f (j) zugeordnet ist, grosser
als die Frequenz, die dem Ton f (i) zugeordnet ist. f(1) ist der erste Ton der Tonleiter,
,Grundton der Tonleiter “ genannt. f (2) der zweite Ton, etc. In der Praxis sind Tonleitern
endliche Folgen. Um sich bei manchen der folgenden Diskussionen nicht um die im Zu-
sammenhang belanglosen letzten Tone der Tonleitern kiimmern zu miissen, arbeitet man
besser mit unendlichen Folgen.

Definition 28. Die Intervallstruktur der Tone zwischen f(i) und f(j) mit i < j ist
das (j — 1)-Tupel der Intervalle (I, ...,1;—1) zwischen f (i) und f (k) firi < k < j. Bei
Tonleitern nennen wir die Folge (I3, ...) der Intervalle zwischen f (k) und f (1) fir k > 1
JIntervallstruktur der Tonleiter“.

Beispiel 29. Sei E, F, G, A, H bei gleichmdssiger Stimmung gegeben. Dann ist die In-
tervallstruktur zwischen E und H — mit Hilfe von Cents ausgedriickt: (100,300,500, 700).
Mit Hilfe von Intervallnamen ausgedriickt: (kleine Sekunde, kleine Terz, Quart, Quint).
Mit Hilfe der Abkiirzungen fir die Intervallnamen: (b2,63,4,5)

Definition 30. Sei fr (f (k)) =2"fr (f (1)) firn € N*. Dann heisst f (k) ,n-ter Oktavton
der Tonleiter“. Sei f (l) der erste Oktavton der Tonleiter. Die Tone f (i) mit 1 < i <1
heissen ,Téne der ersten Oktave (der Tonleiter) . Die Intervallstruktur zwischen f (1)
und dem letzten Ton der ersten Oktave nennen wir ,Intervallstruktur der ersten Oktave “.
Analog reden wir von der ,Intervallstruktur der k-ten Oktave “: sei f (1) der k-te Oktavton
der Tonleiter und f(m) der k + 1-te Oktavton der Tonleiter. Die Intervallstruktur der
k+1-ten Oktave ist damit die Intervallstruktur der Tone f (o), so dass | < o < m.

Definition 31. Fine Tonleiter f ist oktav-periodisch genau dann, wenn die Intervallstruk-
turen der Oktaven identisch sind.

Die To6ne einer oktav-periodischen Tonleiter sind damit jeweils oktavierte Tone der
Tone der ersten Oktave. Man kann sich oktav-periodische Tonleitern rdumlich als aufstei-
gende Spirale vorstellen, in der die oktavierten To6ne vertikal iibereinander stehen, wobei
eine Drehung einer Oktave entspricht.

Definition 32. Wird bei einer Tonleiter mit Grundton f (1) eine neue Tonleiter f' fest-
gelegt mit ' (1) := f(2), so dass die Intervallstruktur von f(2) weg identisch ist mit
der Intervallstruktur von ', so mennen wird diese Operation , Verschiebung um 1% Die
Verschiebung erzeugt f' aus f. Verschieben wir f' um 1, so handelt es sich um eine Ver-
schiebung von f um 2, etc.
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Beispiel 33. Wir schreiben fiir D mit f (i) = D: D;. Wir betrachten die Tonleiter
f = (D1, By, F3,Gy, As, Hg, C7,ds, ....) .

Wir wihlen den Ton FEy der Tonleiter f. Man erhdlt die neue Tonleiter
= (B, Fy,Gs, Ay, Hs, 6, d7, €3, ....) .

Die Intervallstruktur H;l von Ey weq ist mit der von f' identisch.

Durch die wiederholte Verschiebung resultiert eine Folge von Tonleitern f1, fs, f3, ..., die
Menge der durch Verschiebung aus f; erzeugten Tonleitern. Bei oktav-periodischen Leitern
kann man festlegen:

Definition 34. Sei f eine oktav-periodische Leiter. Dann setzt man fi := f, sobald f (1)
der erste Oktavton von f ist.

Bei dieser Festlegung ergibt sich, dass die Operation der Verschiebens abgeschlossen
beziiglich der Menge der Tonleitern ist, die sich durch Verschiebung aus der Ausgang-
stonleitern mittels der Téne der ersten Oktave bei oktav-periodischen Tonleitern ergibt.
Die Anzahl der Tonleitern, die erzeugt werden konnen, entspricht der Anzahl der Téne
der ersten Oktave. Oktav-periodische Leitern nennen wir m-tonisch, wenn die Anzahl der
Tone der ersten Oktave m betrdgt (Beispiele: 5-tonisch (= pentatonisch); 6-tonisch (=
hexatonisch); 7-tonisch (=heptatonisch)).

Definition 35. Sei Iy die Intervallstruktur der Tonleiter f und Iy die Intervallstruktur
der Tonleiter f', die aus f durch k-fache Verschiebung erzeugt wurde. Gilt 1y = Iy, so
nennen wir die Verschiebungs-Operation ,k-strukturerhaltend “.

Im Spezialfall der oktav-periodischen Leiter mit m Toénen der ersten Oktave, gilt:
Iy,.., = I;. Jede oktav-periodische Leiter ist mindestens m-stukturerhaltend.

Beispiel 36. 1. Die Tonleiter
f = <D17 Di827 E37 F47 FiS5, Gﬁu Gi877 A87 Aist H107 C11, Ci5127 d137 )

wird bei gleichmdssiger Stimmung ,chromatisch“ genannt. Sie ist oktav-periodisch,
wenn f(i + 12) der oktavierte Ton von f(i) ist. f ist k-stukturerhaltend fir 1 < k.
Sie defintert 12 Tone pro Oktave.

2. Die Tonleiter
f= (AlaH27037d47€57fi567977a87 )

ist oktav-periodisch, wenn f (i + 7) der oktavierte Ton von f (i) ist. f ist 7-strukturerhaltend.
Es qibt kein k < 7, so dass f k—strukturerhaltend ist. f ist eine heptatonische Ton-
letter.
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3. Die Tonleiter
[ = (F1, As, Hs, cq, €5, fo, a7, hs, g, €10, fi1, --)

ist oktav-periodisch, wenn f (i +5) der oktavierte Ton von f (i) ist. f ist 5-struktur-
erhaltend. Es gibt keine k < 5, so dass f k-strukturerhaltend ist. f ist eine pentato-
nische Tonleiter.

4. Die Tonleiter
. . . / . , . , ,
f =(G1, Ay, Hs, cisy, diss, esg, g7, s, ho, cisyy, dis|y, €119, Gz, -+ )

ist oktav-periodisch, wenn f (i + 6) der oktavierte Ton von f (i) ist. f ist 6-struktur-
erhaltend und bei gleichmdssiger Stimmung k-stukturerhaltend fiir 1 < k. f ist eine
hexatonische Tonleiter, ,Ganztonleiter“ genannt.

5. Die Tonleiter
. . . . . . /
/= (Gl,G2827A2537H4,CZS5,d6,677 fs,gg,gzsm,msn,h12701513,--- )

ist oktav-periodisch, wenn f (i + 8) der oktavierte Ton von f (i) ist. f ist 8-struktur-
erhaltend und bei gleichmdassiger Stimmung k-stukturerhaltend fiir gerade k. f ist eine
octatonische Tonleiter, ,Halbton-Ganztonleiter“ genannt. Die Ganzton-Halbtonleiter
kann man aus f durch Verschiebung mittels eines Schrittes erhalten.

Oktav-periodische Tonleitern kann man mit Hilfe der Intervallstruktur der ersten Ok-
tave definieren. Wir nennen Tonleitern, die durch Verschiebung aus einer Grundtonleiter
hergeleitet werden, , leitereigen“, da diese Tonleitern nur Tone der Grundtonleiter verwen-
den. Im Speziellen ist auch die Grundtonleiter leitereigen. Ebenso nennen wir die Menge
der leitereigenen Tonleitern ,leitereigen®. Bei leitereigenen Mengen von Tonleitern kann
die Intervallstruktur der ersten Oktave einer beliebigen Tonleiter aus der Menge gewahlt
werden. Durch Verschieben entstehen die Intervallstrukturen der anderen Tonleitern.

Bemerkung 37. Manchmal wird ,diatonisch“ gleichbedeutend mit ,leitereigen “ verwen-
det, manchmal aber eingeschrinkt auf die leitereigene Menge der Kirchentonarten (s. u.).
Entsprechend wird hier auf das Wort ,diatonisch “ verzichtet.

Bemerkung 38. In der Folge setzen wir jeweils die gleichmdssige Stimmung voraus.

Fiir jeden moglichen Grundton gibt es bei gegebener Intervallstruktur der ersten Ok-
tave und unter der Voraussetzung des Vorliegens einer oktav-periodischen Tonleiter eine
leiereigenen Menge von Tonleitern.

Ubung 39. Man bilde die leitereigene Menge der pentatonischen Tonleiter des Beispiels
36 und schreibe fiir jede der leitereigenen Tonleitern die Intervallstruktur der ersten Oktave
mit Hilfe der Abkiirzungen fir die Intervallnamen hin.

Losung 40. s. Tabelle 14.

31



leitereigene Tonleitern Intervallstruktur
fl . F17A27H3ac47€57f67"' (37ﬂ4757g7)

fg . Al,H2,03,64,f5,(1,6,... (2,b3,5,b6)
fg . Hl,CQ,eg,f4,a5,h6,... (b2,4, b5,b7)
f4 : 617627f37a47h5706“' (374767g7)
f5 . 617f27a37h4ac5,€6,-" <b274757b6)

Tabelle 14: Die leitereigene Menge von pentatonischen Tonleitern des Beispiels 36.

Aus jeder dieser Tonleitern kann man durch Verschiebung die identische Menge von In-
tervallstrukturen erhalten. Die entsprechenden Tonleitertone sind entweder identisch oder
oktavierte Tione der Ausgangstonleiter. Wihlt man z.B. fs3 mit Grundton Hy und der Inter-
vallstruktur (b2, 4, 84,b7) als Ausgangstonleiter, erhdlt man die folgende leitereigene Menge
(s. Tabelle 15).

leitereigene Tonleitern Intervallstruktur
fi:| Hi,co,€3, f1,a5,he, ... (52,4,05,b7)
fa:| c1,e2, f3, a4, hs, c... (3,4,6,97)
f3 1| e1, fa, as, by, c5 e . (b2,4,5,b6)
fa:| f1,a2,hs, cy, et f§, .. (3,84, 5, g7)
f5 1| a1, he, cy, €}, fLag... (2,03,5,06)

Tabelle 15: Bis auf Oktavierungen mancher Téne zur Tabelle 14 identische Menge von
pentatonischen Tonleitern

Keine der Tonleitern leitereigener Mengen ist entsprechend ausgezeichnet.

2.1 Die leitereigenen Kirchenton-Mengen

Wir definieren mit Hilfe der Intervallstruktur der ersten Oktave und bei gleichméssiger

Stimmung unter der Voraussetzung, dass es sich um ein oktav-periodische Tonleiter han-
delt:

[ := (Sekunde, kleine Terz, Quart, Quint, grosse Sext, kleine Sept)

Im Beispiel wird dadurch die Menge der dorischen Tonleitern bestimmt: fiir jeden méglichen
Grundton erhélt man eine dorische Tonleiter. Durch Verschiebung erhélt man fiir eine spe-
zifische dorische Tonleiter daraus jeweils die phrygische, lydische, mixolydische, #olische
(natiirlich Moll) und lokrische Tonleiter sowie die Dur-Leiter der entsprechenden leiterei-
genen Menge in dieser Reihenfolge.

Wir wéhlen als konkretes Beispiel D-Dorisch und damit die leitereigene Menge der
Kirchentonleitern, die aus Stammtonen oder oktavierten Stammtonen bestehen: D, E, F,
G, A, H, ¢, d, ... (s. Tabelle 16)
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Tone Intervallstruktur Name der Tonleiter

D,E F,G,A H,cd, (2,b3,4,5,6,b7) D-Dorische Tonleiter

E, F, G, A H,c,d,e, (b2 03,4,5, b6 7) | E-Phrygische Tonleiter
F,G, A H c d, e f .. (2,3,44,5,6 g7) F-Lydische Tonleiter

G,A H c d e f g .. (2,3,4,5,6,b7) G-Mixolydische Tonleiter
A H, c d e 1 g a, (2,b3,4,5, b6 ,b7) | A-(natiirlich) Moll-Tonleiter
H,c,d, e 1, g a,h,. (2,03, 4, b5 b6 ,b7) | H-Lokrische Tonleiter
c,d,e f, g a, h5c, .. (2,3,4,5,6 g7) C-Dur-Tonleiter

Tabelle 16: Die leitereigene Menge der von D-Dorisch abgeleiteten Kirchentonleitern.

Fiir jeden Grundton kann man mit Hilfe der Intervallstrukturen eine entsprechende
leitereigene Kirchentonleitermenge definieren. Entsprechend gibt es 12 solcher leitereigener
Kirchentonleitermengen pro Oktave. Von Oktave zu Oktave weisen diese Mengen intervall-
strukturgleiche Elemente (dorisch von D und von d weg, etc.) auf.

Die definierten Tonleitern sind heptatonisch, weisen genau zwei Halbtonschritte zwi-
schen zwei benachbarten Toénen auf, zwischen den iibrigen benachbarten Tonen liegen
jeweils Ganztonschritte vor. Ton z ist dabei ein benachbarter Ton von y genau dann, wenn
mit y = f(z) und z > 1 gilt, z = f(z — 1) oder x = f(z+1). Fur f(1) ist f(2) der
benachbarte Ton.

Die leitereigenen Kirchentonleitern konnen nach verschiedenen Kriterien gruppiert wer-
den. Frank Sikora (2012, S. 47) formt geméss dem Vorliegen einer kleinen oder grossen Terz
zwei Gruppen: die Moll- und die Dur-Gruppe — die Namengebung ist historisch durch die
haufige Verwendung von Dur und Moll in der westlichen Musik begriindet und aus theo-
retischer Sicht willkiirlich. Man kénnte die Gruppen nach dem Terz-Kriterium z.B. auch
Dorisch- und Mixolydisch-Gruppe nennen.

Eine weitere Moglichkeit der Gruppierung besteht in der Begutachtung der Tetrachor-
de. Der erste Tetrachord einer 7-stufigen Tonleiter besteht aus den ersten 4 Ténen der
Tonleiter, der zweite aus den letzten 4 T6énen, wenn man den ersten Oktavton der Ton-
leiter dazu nimmt. Die beiden Tetrachorde werden also zwischen der 4. und 5. Stufe der
Tonleiter getrennt. Die Tonleitern Dur, Dorisch und Phrygisch sind dadurch gekennzeich-
net, dass die Intervallstruktur des ersten und des zweiten Tetrachordes jeweils identisch
ist. Dies sieht man am besten, wenn man die Intervalle zwischen den aufsteigenden Tonen
der Tonleitern betrachtet (graue Zellen geben Halbtonschritte an; s. Tabelle 17):
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Dorisch
Phrygisch
Lydisch
Mixolydisch
Moll (Aolisch)
Lokrisch
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Tabelle 17: Klassifizierung der Kirchentonleitern geméss Tetrachorden

Der zweite Tetrachord von C-Dur z.B. hat damit dasselbe Tonmaterial wie der erste
Tetrachord von G-Dur. Analog wird der erste Tetrachord von D-Dur dasselbe Tonmaterial
haben wie der zweite Tetrachord von G und so fort — dem Quintenzirkel entlang. Der
zweite Tetrachorde der G-Dur-Tonleiter verwendet dabei nicht nur leitereigene Téne der
C-Dur-Tonleiter. So muss man bei G-Dur die Terz des zweiten Tetrachords erhéhen — die
Kirchtenton-G-Tonleiter ohne Vorzeichen ist ja mixolydisch.

Der zweite Tetrachord von A-Dorisch hat dasselbe Tonmaterial wie der erste Tetrachord
von D-Dorisch und der erste Tetrachord von A-Dorisch dasselbe Tonmaterial wie der zweite
Tetrachord von D-Dorisch, etc.

Der zweite Tetrachord von H-Phrygisch hat dasselbe Tonmaterial wie der erste Tetra-
chord von E-Phrygisch. Schreitet man entsprechend fort, kommt man im Quintenzirkel zur
jeweiligen Ausgangstonleiter zuriick.

2.2 Leitereigene Harmonisch-Moll-Mengen

Harmonisch-Moll-Tonleitern sind oktav-periodische Tonleitern, die durch folgende Inter-
vallstruktur der ersten Oktave definiert sind (Abkiirzungen fiir die Intervalle):

(2,3, 4,5,b6, g7)

Die Tonleitern weisen also drei Halbtonschritte und einen Hiatus (= iiberméssige Sekunde)
auf. Wir betrachten als Beispiel die Harmonisch-Moll-C-Tonleiter:

C,D, Es, F, G, As, H, ¢, ...

Durch Verschieben erhélt man die Tonleitern der entsprechenden leitereigenen Menge (s.

Tabelle 18):
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Tone Intervallstruktur Name der Tonleiter
C,D,Es, F, G, As, H, ¢, ... (2,03,4,5,06,g7) C-Harmonich-Moll

D, Es, F, G, As, H, ¢, d, ... (b2 b3 4, b5 6,b7) D-HM2 (D-Lokrisch(£6))
Es, F, G, As, H, ¢, d, es, ... (2,3,4,85,6,97) Es-HM3 (Es-Tonisch(45))
F, G, As, H, c, d, es, F, ... (2 ,b3 #4(411),5,6,b7) F-HM4 (F-Dorisch(f11))
G, As, H, ¢, d, es, f, g, ... (b2(p9), 3,4, 5 b6(b13) b7)  G-HM5 (G-Mixo(h9/b13))
As, H, ¢, d, es, f, g, as, ... (£2,3,44,5,6 g7) As-HM6 (As-Lydisch(f9))
H, ¢, d, es, I, g, as, h, ... (b2, b3, 3, b5, b6, bb7) H-HM7

Tabelle 18: Die leitereigene Harmonisch-Moll-Menge der Ausgangstonleiter C-Harmonisch-
Moll.

2.3 Leitereigene Melodisch-Moll-Mengen

Melodisch Moll-Tonleitern sind oktav-periodische Tonleitern, die durch die folgende Inter-
vallstruktur der ersten Oktave bestimmt ist (Abkiirzungen fiir die Intervalle):

(2,03,4,5,6,97)

Die Tonleitern weisen zwei Halbtonschritte und sonst nur Ganztonschritte auf, konnen
aber trotzdem nicht aus der leitereignenen Menge der Kirchentonleitern hergeleitet werden.
Durch Verschieben erhélt man wieder abgeleitete Tonleitern. Wir betrachten als Beispiel
die C-Melodisch-Moll-Tonleiter:

C,D,Es, F, G, A, H, c, ..
Man erhélt durch Verschiebung (s. Tabelle 19)

Tone Intervallstruktur Namen der Tonleitern
C,D,Es, F,G,A H c,... (2,03,4,5,6,97) C-Melodisch-Moll

D, Es, F, G, A H,cd, .. (b2 b3 4,5,6,b7) D-MM2 (D-Dorisch(b2)))

Es, F, G, A, H,c,d,es, ... (2,3,84,85,6,97) Es-MM3 (Es-Lydisch(#5))

F, G, A, H, c, d, es, f, (2,3,84 (811),5,6,b7) F-MM4 (F-Myxolydisch(£11))
G, A, H, c d,es, f, g, (2,3,4,5,06,b7) G-MM5 (G-Mixolydisch(b13))
A H c d es, £, g a, (2,b3,4,b5,06,b7) A-MMG6 (A-Lokrisch(89))

H, c,d, es, f, g, a, h, .. (b2 b3,b4,b5,b6,b7) H-MMT7 (Alteriert)

Tabelle 19: Die leitereigene Melodisch-Moll-Menge mit der Ausgangstonleiter C-Melodisch-
Moll.

2.4 Leitereigene Pentatonisch-Moll-Mengen

Moll-Pentatonische Tonleitern werden durch folgende Intervallstruktur der ersten Oktave
definiert (Abkiirzungen fiir die Intervalle):

(b3, 4,5,b7)
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Moll-Pentatonik kénnte man z.B. auch Dorische Pentatonik nennen, da die pentatonischen
Tonleitertone in beiden Tonleitern vorkommen. Gemaéss diesem Kriterium wire beziiglich
der Menge de Kirchentonleitern eine weitere Namengebungen mdoglich (welche?). Wir be-
trachten als Beispiel die Pentatonisch-Moll-C-Tonleiter:

C, Es, F, G, B, ..

Durch Verschieben erhélt man die Tonleitern der entsprechenden leitereigenen Menge
(s. Tabelle 20):

Tone Intervallstruktur | Name der Tonleiter
C, Es, F,G,B ... (b3,4,5,07) Moll-Pentatonik
Es, F, G, B,c, ... (2,3,5,6) Dur-Pentatonik
F,G,B,c, es, ... (2,4,5b7)

G, B, c,es, f, ... (03,5,06,b7)

B,c es, £ g, .. (2,4,5,6)

Tabelle 20: Die leitereigene Menge der Tonleitern mit der Pentatonisch-Moll-C-
Ausgangstonleiter.

Ubung 41. Zigeuner-Moll-Tonleitern sind durch die folgende Intervallstruktur der ersten
Oktave gegeben:

(2,03,5, 5,56, g7)

Sie weisen also drei Halbton- und zwei iibermdssige Sekundenschritte auf. Man bilde die
leitereigene Menge der C-Zigeuner-Moll-Tonleiter.

Losung 42. Man erhdlt fiir den Grundton C die folgenden Tione der ersten Oktave:
C, D, Es, Ges, GG, As, H, ...

und die Menge der leitereigenen Tonleitern (s. Tabelle 21:

Tone Intervallstruktur Tonleitername
C, D, Es, Ges,G, As, H, ... (2,03,05,5,06,g7) | Zigeuner-Moll
D, Es, Ges,G, As, H, c, ... (b2,3,4,b5,6,07)
Es, Ges,G, As, H, ¢, d, es, ... | (03,3,4,05,b6, g7)
(
(

Ges,G, As, H, ¢, d, es, ges, ... | (h2,2,4,b5,06,bb7)
G, As, H, ¢, d, es, ges, g, ... b2,3,4,5,06,97) | Zigeuner-Dur
As, H, ¢, d, es, ges, g, as... (£2,3,44,5,6,97)

Tabelle 21: Die leitereigene Menge der Tonleitern mit der C-Zigeuner-Moll-
Ausgangstonleiter.

Ubung 43. Man erstelle die leitereigene Menge der oktavperiodischen, hexatonischen E-
Bluestonleiter, die durch die folgende Intervallstruktur definiert ist:

(b3, 4,b5, 5,b7)
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Losung 44. s. Tabelle 22

Tone Intervallstruktur | Tonleitername

E, G, A, Ais, H, d, e, ... | (b3,4,05,5,b7) trad. Bluestonleiter
G, A Ais, H, d, e, g, ... |(2,62,3,5,6) Dur-Blues

A Ais, H, d, e, g, a, ... | (b2,2,4,5,b7)

Ais, H, d, e, g, a, ais, ... | (b2,3,b6,¢7)

d, e, g, a, ais, h, ... (2,4,5,b6,6)

Tabelle 22: Die leitereigene Menge der Tonleitern mit der E-Blus-Ausgangstonleiter

Manchmal wird die hier definierte Bluestonleiter durch Hinzufiigen einer grossen Terz
zu einer heptatonischen Tonleiter erweitert.

Ubung 45. Bisher ergaben sich zwei Mengen von oktavperiodischen, leitereigenen und
heptatonische Tonleitern mit zwei Halbtonschritten und finf Ganztonschritten (Kirchen-
tonarten und von Melodisch Moll abgeleitete Tonleitern). Man beantworte die Frage: wie
viele weitere solche Mengen gibt es?

Losung 46. Man betrachte Tonleitern der gegebenen Art, gehe in diesen bis zum ersten
Halbtonschritt und zdhle von dort weg die Anzahl der Ganztonschritte bis zum ndchsten
Halbtonschritt. Dann zihle man von diesem Halbtonschritt die Anzahl Ganztonschritte bis
zum ndchsten Halbtonschritt. Die Kirchentonarten zeichnen sich dadurch, dass es derart
folgende zwei Gruppen von Ganztonschrittreihen zwischen den Halbtonschritten gibt: eine
umfasst zwei Ganztone, die andere Ganztonschrittreihe umfasst drei Ganztone. Schreitete
man die Tonleiter vom ersten Halbtonschritt weg derart hinauf, wechseln sich diese Gruppen
ab. Jede zweite Gruppe umfasst gleichviele Ganztonschritte. Manche Tonleitern fangen
mit Dreiergruppen an (Dur, Dorisch, Phrygisch), manche mit Zweiergruppen (Lydisch,
Mizolydisch, Moll, und Lokrisch).
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Abbildung 2: Graphik zu den Ganztonschrittreihen (Familie der Kirchentonarten; Dorisch-
Tonleiter). Unterstrichen sind die Ganztonschritte zwischen zwei Halbtonschritten.

Man kann die Menge der Kirchentonarten also durch die Menge { 2,3} charakterisieren,
die Anzahlen der Ganztonschritte zwischen den Halbtonschritten.
Die Menge der von Melodisch Moll abgeleiteten Tonleitern sind durch die folgenden zwei
Gruppen von Ganztonschrittreithen bestimmt: eine umfasst einen Ganzton und die andere
4 Ganztone.
Jede alternative Menge von leitereigenen Tonleitern mit den erwdhnten Figenschaften muss
zwet solcher Gruppen von Granztonreihen aufweisen, mit dem Spezialfall, dass eine der
Gruppen leer ist. Damit ergeben sich zusdtzlich zu den erwdhnten Mdaglichkeiten {2, 3}
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(Kirchentonarten) und { 1,4} (von Melodisch Moll abgeleitete) nur die Méglichkeit {0, 5} -
die Summe der Anzahl Ganztonschritte muss 5 ergeben. Die beiden Halbtonschritte liegen
also bei den Tonleitern dieser leitereigenen Menge nebeneinander.

Ubung 47. Wieviele heptatonische, oktavperiodische Tonleitern lassen sich aus den Ténen
der chromatischen Tonleiter bilden?

Losung 48. Es handelt sich um ein Problem der Kombinatorik: Vieviele Teilmengen mit
7 Objekten kann man aus 12 Objekten bilden (Ziehen ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen).

(172) = 792. Fiir hexatonische Tonleitern gibt es (162) = 924 solcher Tonleitern. Fiir penta-

tonische Tonleitern gibt es (152) =792 solcher Tonleitern.
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3 Tonleitern und Akkorde

Akkorde bestehen aus mindestens zwei Tonen, die zur selben Zeit oder sehr eng nacheinan-
der gespielt werden. Leitereigene Akkorde sind Akkorde, die aus den Ténen der zugrunde
liegenden Tonleiter gebildet werden.

Wir betrachten als Beispiel die Menge der aus G-Myxolydisch durch Verschiebung abge-
leiteten Tonleitern. Die gebrduchlichsten Akkorde werden mittels Terzschichtung gebildet.
Bei leitereigenen Akkorden werden dabei vom jeweiligen Grundton des Akkordes aus kleine
und grosse Terzen nacheinander so geschichtet, dass leitereigene T6ne verwendet werden.
Am Beispiel G-Mixolydisch mit den Tonen G, A, H, ¢, d, e, f erhélt man durch Terzschich-
tung:

Dreiklangakkord | Vierklangakkord
Tone G H d G H d f
Intervallstruktur 3 5 3 5 b7

Analog kann man die leitereigenen Akkorde der iibrigen Tonleitern bestimmen, die
von G-Mixolydisch durch Verschieben ableitbar sind. Man erhélt, wobei fiir die Téne der
Dreiklénge jeweils nur die ersten drei Tone und die Intervallstruktur der Dreiklénge jeweils
nur die beiden ersten Intervalle zu beriicksichtigen sind (s. Tabelle 23):

Tone Intervallstruktur | Akkordsymbol | Akkordsymbol | aus

fiir Dreiklang | fiir Vierklang
G,H,d,f | ((3,5),07) G G7 Mixolydisch
Ace, g | ((03,5),07) Am Am’ Natiirlich Moll
H,d, f,a | ((h3,b5),b7) He Hm™, H? Lokrisch
C,E G H|((3,5),4g7) C CAT Dur
D, F, A ¢ | ((b3,5),b7) Dm Dm? Dorisch
E, G, H,d | ((b3,5),b7) Em Em’ Phrygisch
F,A c,e | ((3,5),97) F FA7 Lydisch

Tabelle 23: Akkorde geméss Terzschichtung aus den leitereigenen Tonleitern der G-
Mixolydisch-Tonleiter

In den Akkordsymbolen driickt der Grossbuchstabe jeweils den Grundton des Akkor-
des aus, der mit dem Grundton der entsprechenden Tonleiter zusammenfillt. Dreiklang-
Akkorde mit der Intervallstruktur (3, 5) werden ,, Dur-Akkorde“ genannt, Dreiklang- Akkorde
mit der Intervallstruktur (b3, 5) werden , Moll-Akkorde“ genannt. Vierklangakkorde mit der
Intervallstruktur (3,5, g7) werden ,, Gross-Sept-Akkorde“ genannt (,, Major-Sept-Akkorde ).
Vierklangakkorde mit der Intervallstruktur (3, 5,b7) werden ,,Sept-Akkorde“ genannt. Vier-
klangakkorde mit der Intervallstruktur (b3,5,b7) werden ,,Moll-Sept-Akkorde“ genannt.
Vierklangakkorde mit der Intervallstruktur (b3, b5,07) werden , halbvermindert“ genannt.
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Umgekehrt bestimmt ein Akkord eine Tonleiter, wenn bekannt ist, aus welcher leiterei-
genen Menge der Akkord stammt. So kann man z.B. die Téne von G” im obigen Beispiel mit
leitereigenen Tonen auffiillen und man erhélt G, A, H, ¢, d, e, f, — also die Toéne der ersten
Oktave der mixolydische G-Tonleiter. Innerhalb einer leitereigenen Menge von Tonleitern
liegt eine bijektive Abbildung zwischen Akkorden und Tonleitern vor. Im G-Myxolydisch-
Beispiel resultieren drei Moll-Sept-Akkorde. Diese haben aber verschiedene Grundtone,
wodurch im leitereigenen Rahmen fiir diese Moll-Sept-Akkorde verschiedene Tonleitern ge-
geben sind. Demselben Moll-Sept-Akkord wird in einer anderen leitereigenen Menge (z.B.
F-Dur und abgeleiteten Tonleitern) eine andere Tonleiter zugeordnet, sofern der entspre-
chende Akkord vorkommt. So ist der Grundton des Am"-Akkordes in G-Myxolydisch der
zweite Ton der Tonleiter mit der dem Akkord entsprechenden Tonleiter A-Moll, in F-Dur
ist A aber der 3. Ton der Tonleiter mit der dem Akkord Am” entsprechenden Tonleiter
A-Phrygisch.

Auch aus anderen Tonleitern kann man leitereigene Akkorde aufbauen. Am Beispiel
von C-Harmonisch-Moll ergeben sich die folgenden leitereigenen 3- und 4-Klang-Akkorde
(Terzschichtung): C, D, Es, F, G, As, H, C, d, es, f, g, as, ... (s. Tabelle 24)

Ton Intervalle von | Akkordsymbol | Akkordsymbol | aus der
Grundton aus | fiir Dreiklang | fiir Vierklang | Tonleiter

C, Es, G, H | ((3,5),497) Cm CmA7 C-HMoll

D, F, As, ¢ | ((b3,b5),b7) | D° Dm™> D? D-Lokrisch(56)

Es, G, H, d | ((3,85),97) Ebt EpATEH Es-Ionisch(#5)

F, As, ¢, es | ((03,5),b7) Fm Fm’ F-Dorisch(£11)

G, H, d, f ((3,5),b7) G G’ G-Mixo(h9/p13)

As,c,es, g | ((3,5),97) Ab AbAT As-Lydisch(f9)

H, d,f, as ((b3,b5) ,bb7) | H® He? H-HM7

Tabelle 24: Akkorde gemiss Terzschichtung aus

Harmonisch-Moll-Tonleiter

Akkorde der Form X°7 nennen wir ,,vermindert “.
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Schliesslich kann man auch aus Melodisch Moll leitereigene Akkorde mittels Terzschich-
tung bilden. Fiir C-Melodisch-Moll erhélt man die folgenden leitereigenen 3- und 4-Klang-
Akkorde (Terzschichtung): C, D, Es, F, G, A, H, C, d, es, f, g, as, ... (s. Tabelle 25)

Ton Intervalle von | Akkordsymbol | Akkordsymbol | aus der
Grundton aus | fiir Dreiklang | fiir Vierklang | Tonleiter
C, Es, G, H | ((b3,5),97) Cm Cm?7 C-MM
D,F, A ¢ | ((b3,5),b7) Dm Dm’ D-Dorisch(b2))
Es, G, H,d | ((3,85),g7) EbT EHATE Es-Lydisch(#5)
F, A c,es | ((3,5),b7) F F7 F-Myxolydisch(411)
G,H,d,f | ((3,5),b7) G GT G-Mixolydisch(b13)
A c es, g | ((b3,05),b7) | A° Am™5 AY A-Lokrisch(19)
H, d, f a ((b3,65),b7) H° Hm™ H’ Alteriert

Tabelle 25: Akkorde gemiss Terzschichtung aus den leitereigenen Tonleitern der C-
Melodisch-Moll-Tonleiter

Um bei Akkordfolgen die Spannung zu erhéhen, werden oft zusétzliche leitereigene
Tone verwendet (z.B. Nonakkorde), manche weggelassen (z.B. die Quint) oder ersetzt (z.B.
susd-Akkorde). Die entsprechenden Akkorde werden im Zusammenhang mit Akkordfolgen
eingefiithrt. Zuletzt werden in Akkordfolgen auch Akkorde verwendet, welche nicht nur
leitereigene Tone verwenden (nicht-leitereigene Akkorde).
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4 Akkordfolgen

Musik besteht oft aus Akkordfolgen, iiber denen eine Melodielinie liegt. In der Folge geht
es darum, einige der haufig anzutreffenden Akkordfolgen zu beschreiben.

4.1 Kadenzen in der leitereigenen Menge der Kirchentonarten

Wichtige Akkordfolgen stellen die sogenannten Vollkadenzen dar. Vollkadenz werden sel-
ten in einem Musikstiick vollsténdig gespielt, wobei durchaus alle Akkorde einer Vollkadenz
auftauchen konnen. Vollkadenzen stellen aber einen wichtigen Ausgangspunkt fiir Teilka-
denzen dar.

Wir gehen von der C-Dur-Tonleiter aus und entwickeln geméss den obigen Ausfithrungen
die entsprechenden leitereigenen 4-Klang-Akkorde. Man erhélt:

Tonleiter | C-Dur D-Dorisch E-Phrygisch F-Lydisch G-Mixol. A-Moll H-Lokrisch
Akkord | CA7 Dm’ Em’ FA7 G’ Am’ Hm™>
Stufe I I1 11 v \Y VI VII

Die Stufen geben an, der wievielte Ton der C-Dur-Tonleiter der Grundton des jeweili-
gen Akkordes ist. Ordnet man die Akkorde im Quintfall — oder im Quartanstieg (beim
Ubergang von der vierten zur siebten Stufe erfolgt eine verminderte Quint (iiberméssige
Quart), um bei den leitereigenen Akkorden zu verbleiben), erhélt man die sogenannte

Vollkadenz in C-Dur:

Stufe | I IV VII 111 VI 11 VvV 1
CA? FA? Hm7b5 Em7 Am? Dm? G? CA?

Beim Ubergang in der Vollkadenz von einem Akkord zum néchsten gilt folgendes: zwei

Tone bleiben konstant, werden aber umgedeutet. Zwei T6ne werden leitereigen um eine
Stufe vermindert. Konkret: Aus C27 mit (C, E, G, H) wird FA7 = (F, A,C, E).

e Der Grundton von CA7 wird zur Quintton von FA7,
e Der Terzton von CA7 wird zum grossen Septton von FA7.

e Der grosse Septton H von C27 wird leitereigen um eine Stufe verringert zu A und
damit zur Terzton von FA7.

Der Quintton G von CA7 wird leitereigen um eine Stufe verringert zu F und wird
zum Grundton von FA7.

Wie man selber {iberpriifen kann, gilt das fiir alle Ubergéinge von einem Akkord zum
néichsten, benachbarten in der Vollkadenzakkordfolge, also von FA7 zu Hm™®, von Hm™?
zu Em7, etc.. Es werden bei den sich verindernden Ténen entsprechend moglichst kleine
leitereigene Schritte gemacht, was Horgewohnheiten schmeichelt.
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Eine weitere Betrachtung ergibt sich, wenn man die Entwicklungen einzelner Aus-
gangstone iiber die Kadenz hinweg betrachtet. Es entstehen monoton sinkende Linien.
Aus dem Grundton entsteht auf gleicher Tonhohe der Quintton des folgenden Akkordes,
aus dem um eine Stufe hinabgesetzten Quintton entsteht wiederum ein Grundton, etc. Aus
dem Terzton entsteht ein Septton auf gleicher Tonhohe, aus dem um eine Stufe hinabge-
setzten Septton entsteht wiederum ein Terzton, etc. Am Beispiel von C-Dur ergibt sich
eine Grund-Quintton-Folge und eine Quint-Grundton-Tonfolge (Intervallton 1 = Grund-
ton, Intervallton 5 = Quintton, etc.):

Akkord CAT FAT Hm™ Em’ Am’” Dm” G7 C?7
Akkordton C C H H A A G G
Intervallton 1 5 1 5 1 5 1 5
Akkord CA7 FA7 Hm™ Em’ Am” Dm” G7 C27
Akkordton G F F E E D D C
Intervallton 5 1 b5 1 5 1 5 1

Die zweite Tabelle wiirde sich aus der ersten durch Fortfithrung der ersten ergeben, eben-
so die erste aus der zweiten. Analog ergibt sich eine Sept-Terztonfolge sowie eine Terz-
Septtonfolge:

Akkord CA7T FAT Hm™ Em’ Am’ Dm’ G7 C27
Akkordton E E D D C C H H
Intervallton 3 g7 b3 b7 b3 b7 3 g7
Akkord CA7T FAT Hm™ Em’ Am’ Dm’ G7 C27
Akkordton H A A G G F F E
Intervallton g7 3 b7 b3 b7 b3 7 3

Auch hier erhélt man die zweite Tabelle durch Fortfiihrung der ersten und umgekehrt.

Analog zur obigen Kadenz erhélt man fiir die anderen Grundtone die folgenden Dur-
Vollkadenzen (die beziiglich der Zwischengrundtone cis/des, dis/es, fis/ges, gis/as, ais/b
ergénzt werden konnten) (s. Tabelle 26):
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Stufe | I v~ VII IT1 VI II \Y
CAT  FAT  Hm™5 Em’ Am” Dm” G7
DAT QAT Cmﬂ?% Fﬂm7 Hm” Em” A7
EA7  AA7 Dﬁm7b5 ijm7 ijm7 Fﬁm7 H
FAT BAT  Emq™ Am” Dm” Gm” ol
QAT (AT Fjjm7b5 Hm? Em” Am7 D7
AAT  DAT Gﬂm7b5 Cﬂm7 Fjjm7 Hm” E7
HAT RA7 Aﬂm7b5 Djjm7 Gﬂm7 Cﬂm7 Fjj7

Tabelle 26: Liste der Vollkadenzen in Dur

Fiir jede Dur-Kadenz erhélt man eine Kadenz fiir die iibrigen leitereigenen Tonleitern
(Dorisch, Phrygisch, Lydisch, Mixolydisch, Moll (Aolisch), Lokrisch) der entsprechenden
leitereigenen Menge. Dies kann man an D-Dorisch durchexerzieren: Die Tt6ne sind:

D,E, F,G, A H,c d, e f g a,h,..

Man bildet daraus mittels Terzschichtung von leitereigenen Tonen Vierkldnge und erhélt
(die dritte Stufe ist nun eine kleine Terz vom Grundton entfernt, die siebte Stufe eine kleine

Sept; s. Tabelle 27):

Stufe | Akkordtone

Akkordsymbol

I: D,F,A, ¢ |Dm’
II: E, G, H d | Em”
I11: F, A c e
IV: G,H, d,f
V: A ce g
VI H, d, f, a
VII: |c,e g h

FA7
G7
Am”
Hm?bfi

CA?

Durch Quintfall ergibt sich

Tabelle 27: Akkorde der D-Dorisch Stufen

|

Dm’

IV VII
G7 CA?

III

FA7 Hm7b5 Em? Am?

VI IT

v

Dm’

|

Man erhélt also dieselben Akkorde wie fiir C-Dur, aber alles beziiglich der Stufen ver-
schoben. Analog erhilt man die Kadenzen fiir die anderen Tonarten. Dies fiihrt uns zur
Idee des Kadenzzirkels, der fiir jeden Ton der Tonleiter eine Vollkadenz fiir die verschie-
denen leitereigenen Tonarten liefert, indem man in Pfeilrichtung vom entsprechenden Ton
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ausgeht. Zudem liefert dieser fiir eine Vollkadenz das Tonmaterial, das man beim Impro-
visieren oder bei der Melodieerzeugung iiber der jeweiligen Stufe iiblicherweise braucht:
bleibt man leiereigen, braucht man zwar jeweils nur leitereigene Téne der Ausgangston-
leiter. Diese werden aber jeweils auf den Grundton des jeweiligen Akkordes hin gespielt,
wodurch iiber dem Akkord automatisch die dazugehérende Tonleiter entsteht.

C-Dur

&ydisch
F T

G-Myxolydisch
G7

Hm7b5
]H—Lokrisch

D—Dorisclr\Dm7

7

Em
\\A’m7 AA\Phrygisch
A

-Moll
Abbildung 3: Kadenzzirkel fiir eine leitereigene Menge von Kirchentonarten

Es ist offensichtlich, dass weder Dur noch Moll im Kreis eine Sonderstellung einneh-
men. Akkordfolgen mit beliebigem Ausgangspunkt enthalten alle Informationen, um von
einem anderen Ausgangspunkt und damit fiir eine andere Tonleiter aus der betrachteten
leitereigenen Menge eine Vollkadenz zu bilden.

Man kann fiir die anderen Grundtone analoge Kadenzzirkel entwickeln, wobei die Dar-
stellung kompakter gewéhlt werden kann — es werden jeweils die enharmonisch identischen,
einfacheren Bezeichnungen verwendet. Um fiir jeden Stammton und die Zwischentone je-
weils eine Kadenz jeden Typs zu erhalten, werden auch die Zwischentonleitern angefiihrt
(s. Tabelle 28).
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Dur  Lydisch Lokrisch Phrygisch Moll  Dorisch Myxolydisch
I 1Y VII I11 VI II \Y
CAT FAT Hm™5 Em” Am” Dm” G7
Cis®7  FA7 Cm™ Fm” Afm” Dfm’ GH”
DAT  GAT C#m™ Ffm” Hm” Em’ AT
DiAT  GgAT Dm™® Gm” Cm” Fm’ Af7
EAT AAT D#m™> Gtm” Cfm” Ffm” H”
FAT BA&7 Em™® Am’ Dm’” Gm”’ C
FgA7  HAT Fm™® Afm” Dim” Gfm’ Cy7
GAT  CAT Ffm™? Hm’ Em” Am” D7
GHAT AT Gm™® Cm"” Fm” Afm’ D7
AAT  DAT GHm™ Cfm’ Fim” Hm"’ E”
AAT  DgA7 Am™® Dm” CGm” Cm” F7
HAT  EAT Afm™> Dim” Gtm” Cfm’ Fi7

Méchte man z.B. die D-Lokrisch-Kadenz spielen, fangt man bei Dfm

Tabelle 28: Die Kadenzzirkel der Kirchentonarten

™5 an, geht in der

Zeile Akkord fiir Akkord nach rechts, springt am Ende der Zeile an den Anfang der Zeile,

um dort fortzufahren, bis man zu Dfm

5

gelangt. Die Stufenbezeichnungen wandern dabei

mit, d.h. iiber Ddm™? steht I, etc., wobei zu beriicksichtigen ist, dass je nach Tonleiter die
entsprechenden Stufen teilweise kleinen Sekunden, kleinen Terzen, iiberméssigen Quarten,
verminderten Quinten, kleinen Sexten sowie kleinen Septen entsprechen.

Teilkadenzen

Aus den Vollkadenzen kann man Teilkadenzen bilden. Haufige Teilkadenzen bestehen aus
den Stufen (s. Tabelle 29)

Stufen im Kadenzzirkel Name

LV, I letzte Stufe vor Grundakkord authentische Kadenz
LIV, V1 erste und letzte Stufe nach/vor Grundakkord | erweiterte Kadenz
LIV, I erste Stufe nach Grundakkord plagale Kadenz
LIV, I die zwei letzten Stufen vor Grundakkord [1-V-I-Verbindung

I, VI II, V. I die drei letzten Stufen vor Grundakkord Turnaround

I, III, VI, 11, V, I | die vier letzten Stufen vor Grundakkord

Tabelle 29: Teilkadenzen

In der Literatur sind unterschiedliche Namen fiir die Teilkadenzen im Umlauf.
Ublicherweise wird der Sept-Akkord der fiinften Stufe ,Dominante“ genannt. Der Ak-
kord der vierten Stufe wird ,,Subdominante“ genannt. Sie haben geméss verbreiteten Horge-
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wohnheiten einen Auflésungsdrang hin zum Akkord der ersten Stufe, der ,, Tonika“ genannt
wird.

Vollkadenzen fiir leitereigene Harmonisch-Moll-Mengen

Fiir C-Harmonisch-Moll ergaben sich oben (s. S 35) die folgenden leitereigenen 4-Klang-
Akkorde (Terzschichtung):

Tonleiter | HM1 HM?2 HM3 HM4 HM5 HM6 HM?T
Akkord | Cm®" Dm™ EpA™ Fm’” G AbAT  HOT
Stufe I II 111 IV \Y% VI VII

Damit ergibt sich die folgende Vollkadenz:

Stufe I IV VII 1III VI II V 1
Akkord | Cm?7 Fm” H°" EpA™  ApAT Dm™ G7 Cm?7

Diese Kadenz kann wieder in einem Kadenzzirkel angeordnet werden, um Vollkadenzen fiir
HM2 (Lokrisch(§6)), HM3 (Ionisch(45)), HM4 (Dorisch(f11)), HM5 (Mixo(b9/b13)), HM6
(Lydisch(#9) und HM7 zu erhalten (s. Tabelle 30):.

HM-Kadenzzirkel

HM HM2 HM3 HM4 HM5 HMG6 HM7
I IAY VII  III VI IT \%

CmA? Fm7 Ho7 EbA?tiE; AbA7 Dm7b5 G?
CﬁmA7 Fﬁm7 Co? EA?tiEJ AA? Djjm7b5 Gh?
DmA? Gm? ij()? FA?tiEJ BA? Em7b5 A7
Djij7 ijm7 De7 FhA?tﬁ HA7 Fm7b5 Ah7
EmA? Am’ Dﬂ07 GA7ﬁ5 CA? Fﬂm7b5 H7
FmA? Bm” Fo7 AbA7ﬁ5 DbA7 Gm?bfi C?
FﬁmA7 Hm? Feo7 AA7ﬁ5 DA7 ijm7b5 Cﬂ7
GmA7 Cm7 Fjj07 BA7ﬁ5 DﬂA7 Am?bfi D7
ijmA7 Cﬂm7 Go? HA7ﬁ5 EA? Ajjm7b5 Djj7
AmA7 Dm” Gﬂ07 CA7ﬁ5 FA? Hm7b5 E7
Ajij7 Djjm7 Ao7 CﬂA?tﬁ FhA? Cm7b5 Eﬂ7
HmA7 Em7 Aﬂ07 DA7ﬁ5 GA7 Cﬂm7b5 Fﬂ7

Tabelle 30: HM-Kadenzzirkel
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Vollkadenz fiir die leitereigene Melodisch-Moll-Menge

Fiir C-Melodisch-Moll ergaben sich oben (s. S. 41) die folgenden leitereigenen 4-Klang-

Akkorde (Terzschichtung):

Tonleiter | MM1 MM2 MM3 MM4 MM5 MM6 MMT7

Akkord | Cm?” Dm” EbA™ F7 G” Am™  Hm™

Stufe | IT I11 v \Y VI VII
Damit ergibt sich die folgende Vollkadenz:

Stufe | IV VII I11 VI IT Vo1

Akkord | Cm?” F7 Hm™ EpA™ Am™ Dm’” G7 Cm?7

Diese Kadenz kann wieder in einem Kadenzzirkel angeordnet werden, um Vollkadenzen fiir
MM2 (Dorisch(b2)), MM3 (Lydisch(45)), MM4 (Myxolydisch(#11)), MM5 (Mixolydisch(b13)),
MMG6 (Lokrisch(g9)) und MMT7 (Alteriert) zu erhalten (s. Tabelle 31).

MM-Kadenzzirkel

MM1 MM2 MM3 MM4  MM5 MM6 MM7
I v VII 111 VI 1I A%
CmA7 F7 Hm?bfi EbA7ﬁ5 Am?bfi Dm” G?
ijmA7 Fﬂ7 Cm7b5 EA7ﬁ5 Ajjm% Djjm7 Gﬂ7
DmA? G7 Cﬂm7b5 FA7ﬁ5 Hm7b5 Em7 A7
EbmA7  Ab7 Dm™  GhAT  Cm™  Fm? B
EmA7 A7 Djjm7b5 GA7ﬁ5 Cﬂm7b5 Fﬁm7 H7
FmA7 B7 Em7b5 AbA7ﬁ5 Dm7b5 Gm? C7
FﬂmA7 H7 Fm7b5 AA7ﬁ5 Dﬂm7b5 ijm7 Cﬂ7
GmA? C? Fum7b5 BA?ﬁB Em7b5 Am? D?
GumA7 Cu? Gm7b5 HA7ﬁ5 Fm7b5 Ajjm7 Du?
AmA? D7 Gﬂm7b5 CA?tiEJ Fum7b5 Hm? E7
AumA7 Dﬂ7 Am7b5 CﬂA?ﬁEJ Gm7b5 Cm7 F?
HmA? E? Aﬂm7b5 DA7ﬁ5 Gﬂm7b5 C]jm7 Fﬂ7

Tabelle 31: Melodisch-Moll-Kadenzzirkel

Die Zusammenstellung der C-Moll-Kadenzen ergibt:

I I\ VII II1 VI 11 A\
Aolisch Cm” Fm’ B EbAT  ADAT  Dm™ Gm’
Melodisch Moll Cm?7 F7 Hm™  EpA™ Am™ Dm’” G
Harmonisch Moll | Cm?7 Fm” H°7 EbATE - ADAT  Dm™ G
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Ublicherweise verwendet man z.B. die 5. Stufe von HM, um die 5. Stufe von Natiirlich
Moll (&olisch) zu ersetzen (Der m7-Akkord wird durch den entsprechenden 7-Akkord er-
setzt). Von Interesse sind zudem Mischungen der Moll-Kadenzen.

In Voll- oder Teilkadenzen werden Akkorde oft durch weitere Akkorde ersetzt, vor- oder
nachbereitet, um interessantere Akkordfolgen zu erhalten.

4.2 Ersetzung von Vier-Klang-Akkorden durch leitereigene al-
ternative Akkorde

4.2.1 Ersetzung von Vier-Klang-Akkorden durch einfachere Akkorde

Man kann in Kadenzen Vier-Klang-Akkorde durch die entsprechenden Drei- oder Zweiklang-
Akkorde ersetzen. Bei Zweiklang-Akkorden verwendet man den Grundton und die Quint
oder den Grundton und die Terz. Diese werden oft durch zusétzliche Oktavierungen verstarkt.

4.2.2 Ersetzung durch terzverwandte Akkorde

Zwei leitereigene terzgeschichtete Akkorde sind terzverwandt genau dann, wenn ihre Grund-
tone eine Terz auseinander liegen. Es kann sich um eine kleine oder grosse Terz handeln,
da leitereigene T6ne zu betrachten sind. Terzverwandte 4-Ton-Akkorde haben drei Téne
gemeinsam. Terzverwandtschaft ist eine symmetrische Eigenschaft. Terzverwandtschaft ist
keine transitive Eigenschaft. Wenn X mit Y terzverwandt ist und Y mit Z, dann liegen die
Akkordgrundténe von X und Z offensichtlich nicht eine Terz auseinander.

Wir betrachten ein Beispiel in der F-Dur-Vollkadenz. Eine kleine Terz unter F liegt D.
Damit ist Dm” mit FA7 terzverwandt. Eine grosse Terz iiber F liegt A, damit ist Am” terz-
verwandt mit F27. Offensichtlich hat es fiir jeden Akkord zwei terzverwandte leitereigene
Akkorde.

4.2.3 Ersetzung durch Akkorde mit leitereigenen Zusatztonen

Fahrt man in der Terzschichtung einen Schritt weiter, erhélt man 5-Klang-Akkorde. Sie
werden Nonakkorde genannt: fiir die leitereigene Menge der Kirchentonarten, die durch
z.B. durch C-Dur (C, D, E, F, G, A, H, ¢, d, e, f, g, a, h, ¢, ...) bestimmt ist, erhdlt man:
(s. Tabelle 32)
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Stufe | Téne Intervallstruktur ~ Akkordsymbol Akkordsymbol aus der
fiir 4-Klang fiir 5-Klang Tonleiter:
I C,E, G, H/d ((3,5,97),9) CAT CA9 C-Dur
II D, F,A c,e ((b3,5,07),9) Dm’ Dm? D-Dorisch
1 | E G, Hd f ((b3,5b7),09)  Em’ Em™ E-Phrygisch
1Y F,A c,e,eg ((3,5 g7) 9) FAT FA9 F-Lydisch
\% G, H,d fa ((3,55b7),9) G’ G? G-Mixolydisch
VI Ajc,e g, b ((03,5,07), ) Am’ Am? A-Kolisch
VII | H,d,fac (b3 b5 ,b7),b9)  Hm™® Hm ™% H-Lokrisch
Tabelle 32: Nonakkorde
Fiir Harmonisch Moll erhélt man (s. Tabelle 33):
Ton Intervalle von | Akkordsymbol | Akkordsymbol | aus
Grundton aus | fiir Vierklang | fiir Fiinfklang | der Tonleiter
C, Es, G, H,d | (b3,5,97),9) Cm?7 Cm?? C-Harmonisch Moll
D, F, As, ¢, es | (v3,05,57),b9) | Dm™ D? Dm ™59 D-Lokrisch(56)
Es, G, H,d, f | (3,85,97),9) EHATH EHA9H E-Ionisch(#5)
F, As, c,es, g | (03,5,07),9) Fm?’ Fm? F-Dorisch(£11)
G, H,d,f as |(3,5,b7),09) G” G™9 G-Mixo(h9/h13)
As, c,es, g, h | (3,5,97),19) ADAT ApATE A-Lydisch(9)
H,d, f as, ¢ | (b3,b5,607),b9) | H Ho™9 H-HM7

Tabelle 33:

Nonakkorde Harmonisch Moll

Fiir Melodisch Moll erhélt man (s. Tabelle 34)
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Ton Intervalle von | Akkordsymbol | Akkordsymbol | aus der

Grundton aus | fiir Vierklang | fiir Fiinfklang | Tonleiter
C, Es, G, H,d | (b3,5,¢97),9) | Cm?7 Cm?? C-Melodisch Moll
D, F, A c es | (03,55b7),b9) | Dm’ Dm™ D-Dorisch(b2))
Es, G, H,d, f | (3,45,97),9) | EbAT® EbA9S E-Lydisch(f5)
F,A c,es, g | (3,5,07),9) F7 F? F-Myxolydisch(#11)
G,H,d fa |(3,50b7),9) G’ G? G-Mixolydisch(h13)
A c es, g, h | (03,05,b7),9) | Am™5 A? Am?? A-Lokrisch(59)
H,d, f a,c (v3,55,57),b9) | Hm™> H? Hm™>" H-Alteriert

Tabelle 34: Nonakkorde Melodisch Moll

Féhrt man mit der Terzschichtung weiter, erfolgen 6-Ton-Akkorde (Undezim-Akkorde):
Es wird die oktavierte Quart hinzugefiigt. Schliesslich kann man 7-Ton-Akkorde bilden: es
wird die oktavierte Sext hinzugefiigt (Tredezim-Akkorde). Eine zusétzliche Terz-Schicht
wiirde auf eine zweifache Oktavierung des Grundtones hinauslaufen.

Bei vielen Instrumenten — wie z.B. der Gitarre — muss man bei Undezim-Akkorden
wegen der Tatsache, dass man nur vier Finger hat (der Daumen stellt selten eine Option
dar), oft auf manche Téne des Akkordes verzichten. Haufig wird die Quint weggelassen.
Bei Tredezim-Akkorden muss in diesem Fall immer auf mindestens einen Ton verzichtet
werden.

Verwendet man in einem Sept-Akkord z.B. nur die 13. Stufe (die 9. und die 11. wird
also nicht verwendet), so schreibt man etwa C27/13 bei grosser Sept oder C7/13 bei kleiner
Sept. Analog fiir die 11. Stufe: z.B. Cm™!" fiir den Moll-Septakkord mit der 11. Stufe und
ohne die None. Cm!! hingegen bedeutet, dass sowohl die None wie die Undezime verwendet
werden.

Bemerkung 49. Gewdhnlich wird auf gewisse Erweiterungen verzichtet (sogenannte zu
vermeidende Téne, avoid notes): Im Quintfall wird — wie gesehen — die Quinte um eine
Stufe nach unten versetzt und dieser herabgesetzte Ton wird zum Grundton des folgenden
Akkordes (z.B. Ubergang von G7 auf C*. Die Quinte von G7 ist d. Dieser Ton wird um eine
Ton vermindert und man erhdlt ¢ — die Quart von G7. ¢ wird zum Grundton des folgenden
Akkordes). Es wird oft nicht sinnvoll sein, diesen zentralen Ton des folgenden Akkordes im
vorangehenden Akkord vorwegzunehmen. Die Quart des vorangehenden Akkordes ist also
beim Quintfall ein zu vermeidender Ton.

Weiterhin kann man Akkorde in der Kadenz durch Akkorde ersetzen, bei denen die Sept
weglassen und zusétzliche terzgeschichtete leitereigene Tone hinzufiigt werden. Es ergeben
sich folgende Akkorde (s. Tabelle 35):
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Tone Intervallstruktur ~ Akkordsymbol z.B. aus der
Tonleiter:

C E G,d (3,5,9) Caddd C-Dur

A, G E h (63,5,9) Amaddo A-Moll

C,E, G, a (3,5,13) C6 C-Dur

A, G, E, fis (63,5,13) Am® A-Melod. Moll
C,E G,d a (3,5913) C6/9 C-Dur

A, G, E, h, fis (3,5,9,13) Amb/? A-Melod. Moll

Tabelle 35: Add9-, 6- und 6/9-Akkorde

Die entsprechenden Erweiterungen werden oft eine Oktave tiefer gespielt.
Schliesslich werden Akkorde verwendet, welche die Terz weglassen und sonst leitereigene
Terz-Schicht-T6ne verwenden (s. Tabelle 36):

Tone Intervallstruktur ~Akkordsymbol z.B. aus der
Tonleiter:

C, G, d (5,9) Csus2 C-Dur

C, G, f (5,11) Csust C-Dur

C, G,B, f (5,b7,11) (Tsusd C-Dur

C,G,B,d, f (5b7,911) (COsust C-Dur

C, G, f a (5,11, 13) (Osusd C-Dur

Tabelle 36: sus2- und sus4-Akkorde

Die sus4-Akkorde haben geméss verbreiteten Horgewohnheiten eine besonders starke
Auflésungstendenz.

4.2.4 Ersetzung durch Umkehrungen der Akkorde

Umkehrungen bestehen darin, dass in der Terzschichtung die Tonhhenreihenfolge nicht
beachtet wird. Bei manchen Instrumenten geht es ohne Umkehrungen ohnehin nicht. Um-
kehrungen konnen interessante Farbtone in eine Akkordfolge bringen.

4.3 Ersetzen durch nicht-leitereigene Akkorde

Oft werden in Akkordfolgen nicht-leitereigene Akkorde verwendet, Akkorde also, die min-
destens einen leiterfremden Ton enthalten. Als leitereigen werden dabei immer die Tone
betrachtet, die in Tonleitern der leitereigenen Menge der Tonleiter enthalten sind, in wel-
cher ein Musikstiick oder der betreffende Teil eines Musikstiickes steht.
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4.3.1 Sekundir-Dominanten

Sekundér-Dominanten — auch ,,Zwischen-Dominanten“ genannt — sind Sept-Akkorde, wel-
che Akkorde der Kadenz ersetzen, vorbereiten oder nachbereiten. Der Grundton der Se-
kundér-Dominante ist mit dem Grundton des Akkords, den sie ersetzt, identisch. Als Zielak-
kord der Sekundér-Dominante betrachten wir den Akkord, der im Quintfall dem ersetzten
Akkord folgt. Ist X der Sekundérdominant-Akkord mit dem Zielakkord Y und liegt der
Grundton von Y auf der Stufe Z der verwendeten Tonleiter, so schreiben wir V/Z. V steht
dabei fiir die fiinfte Stufe beziiglich des Zielakkordes.

Beispiel 50. Die Beispiele stehen in G-Dur:
e Beispiel fiir Nachbereitung:

Stufen VI I V/Vi Vv I
Akkorde Em’ Am" A7 Dm™  GA7

e Beispiel fiir Ersetzung: Em™, A7, Dm", G~7;
e Beispiel fiir Vorbereitung: Em”, A7, Am”, Dm”, G~7

Beispiel 51. In Fita amarela (in A-Moll) von Noel Rosa beim Text ,Se existe alma, Se
ha outra encarnacdo “ (Sekunddr-Dominante folgt dem Kadenzakkord):

Akkorde Am A" Dm
Stufen 1 V/IV IV

Fiir die G-Dur-Vollkadenz z.B. kann man folgende Sekundér-Dominanten verwenden
(s. Tabelle 37):

Stufen der v/ v/ v/Ir v/Iv. v/vV V/VI V/VII
Sekundérdominante

Sekundirdominante | D7  E7 47 G” AT H Ct7/CT
Leitereigener GA7 Am’” Hm” CA7 D7 Em” Fim™
Zielakkord

Stufen des I IT I11 v \Y VI VII
Zielakkordes

Tabelle 37: Sekundar-Dominanten fiir G-Dur

Der Quintfall von V/I resultiert bereits aus der Vollkadenz. Damit ist der entsprechende
Sept-Akkord im Gegensatz zu den anderen leitereigen. Man kann dies als Spezialfall einer
Sekundér-Dominante betrachten. Da in der Voll-Kadenz der Schritt von der vierten auf
die siebte Stufe mittels einer verminderten Quint erfolgt, kénnte man argumentieren, der
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Ct7-Akkord sei durch den C7-Akkord zu ersetzen. C7 (C, E, G, B) hat nur einen nicht-
leitereigenen Ton — némlich B, wihrend C#7 drei nicht-leitereigene Tone aufweist. Bei C7
sind alle Grundtone der Sekundar-Dominanten jeweils Tone der G-Dur-Tonleiter — bei
der Wahl von Cf” liegt ein Grundton nicht in der G-Dur-Tonleiter. Fiir beide Varianten
konnen stimmige Akkordfolgen entwickelt werden (s. Tabelle 38).

Akkord Tone nicht-leitereigener Intervall zum Grund-
Ton ton des Akkordes

E7 E, Gis, H, D Gis 3

F47 Fis, Ais, Cis, E  Ais, Cis 3

G” G,H, D, F F b7

AT A, Cis, E, G Cis 3

H” H, Dis, Fis, A Dis 3

Cy7 Cis, Eis, Gis, H Cis, Eis, Gis 3,5

CT CE G,B B b7

Tabelle 38: Nicht-leitereigene Tone der Sekundér-Dominanten von G-Dur

Melodiebildung erfolgt iiber Sekunddrdominant-Akkorden oft dadurch, dass Toéne aus
dem Sekundér-Dominant-Akkord sowie leitereigene Toéne gewéhlt werden.

4.3.2 Substitutdominanten

Eine weitere Moglichkeit, Akkorde zu ersetzen, vor- oder nachzubereiten, besteht in der
Verwendung von Substitutdominanten (auch ,, Vertreterdominanten“ genannt).

Die folgenden Betrachtungen werden am Beispiel von C-Dur durchgefiihrt. In diesem
Fall ist G7 der Dominant-Sept-Akkord (Stufe V) von C27. Zwischen dem Terzton von G
(= h) und dem kleinen Septton von G7 (= f) liegt ein Tritonus vor (3 ganze Téne oder
6 Halbtone). Oktaviert man den Terzton und betrachtet man den kleinen Septton von
G als Terzton eines noch zu bestimmenden Sept-Akkordes, liegt zwischen diesem Terzton
und dem oktavierten Ton wiederum ein Tritonus vor, der oktavierte Ton wird also zum
b7-Ton des noch zu bestimmenden Akkordes. Sucht man noch den passenden Grundton
und ergiinzt mit der entsprechenden Quinte (as), erhilt man den Sept-Akkord Db”. Man
nennt Db” die ,Substitutdominante von G” beziiglich C27“ | da manchmal G7 durch Db’
ersetzt wird — unter Beibehaltung der Auflésungstendenz nach C47. Die Ersetzung wird
,, Iritonussubstitution “ genannt.

Bemerkung 52. Die kleine Sept von Db7 ist eigentlich ces (enharmonische Verwechslung
mit h)

Bemerkung 53. Statt die Terz zu oktavieren, kann man diese unter Umdeutung in b7
beibehalten. Man erhdlt eine Umkehrung des Db”-Akkordes:
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des G7-Akkordes
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Abbildung 4: Herleitung der Substitutdominante von G” beziiglich CA7.

Man beachte, dass der Grundton von CA7 einen halben Ton tiefer liegt als der Grund-
ton von Db7. Der Grundton der Substitutdominante ist nicht leitereigen. Das Intervall
zwischen dem Grundton von Db” und dem Grundton von G7 ist ein Tritonus. Ist Db?
die Substitutdominante von G7 beziiglich C27, so ist G die Substitutdominante von Db”
beziiglich eines weiteren Akkordes, ndmlich Gb»27. Db7 und G7 kénnen also in einem Gb-
Dur-Zusammenhang nach Gb27 aufgelost werden. Wird die Tritonussubstition in der Teil-
kadenz II-V-I fiir die Stufe V vorgenommen, entwickelt sich der Grundton von Akkord zu
Akkord jeweils um einen Halbton nach unten. Im Beispiel von C-Dur: Dm” — Db” — CA7,

Analog konnen Substitutdominanten fiir alle Stufen (also nicht nur fiir die fiinfte Stufe
wie oben) entwickelt werden. Wir schreiben SubV /X fiir eine Substitutdominante, welche
die X. Stufe als Zielakkord hat. Fiir G-Dur erhélt man aus den Sekundérdominanten (s.

Tabelle 39):

Sekundér- | 4-Ton Akkordtone der | Umkehrung von Terz und Quint Abkiirzung
dominante | Sekunddrdominante Grundton Terz Quint Kkl. Sept | Substitutdom.
D" V/I D, Fis, A, C As C B Fis=Ges | SubV/I

E” V/II E,Gis, H, D B D F Gis=As | SubV/II

Ff” V/III  Fis, Ais, Cis, E C E G Ais=B SubV/III

G" V/IV G,HDF Des F As H=Ces | SubV/IV

A" V/V A Cis, E, G Es G B Cis=Des | SubV/V

H” V/VI H, Dis, Fis, A F A C Dis=Es | SubV/VI

Ct" V/VII Cis, Eis, Gis, H G H D Eis=F SubV /VII

c” V/VII C E, G,B Ges B Des E=Fes SubV/VII

Tabelle 39: Substitutdominanten G-Dur
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Man erhilt also (s. Tabelle 40)

Stufen der
Substitut- SubV/I  SubV/II SubV/III SubV/IV SubV/V SubV/VI SubV/VII

dominante
Substitut- Ab7 B” o1l Db Eb7 F7 G7/Gb7
dominante
Leitereigener | GA7 Am” Hm” CAT D7 Em” Ffm™?
Zielakkord

Stufen des 1 11 II1 v Vv VI VII
Zielakkordes

Tabelle 40: Substitutdominanten G-Dur mit Zielakkord

Bildet man die Substitutdominante aus C” beziiglich der G-Dur-Kadenz, so erhilt man
einen Akkord mit demselben Grundton, in den der Akkord aufgelost wird.
Substitutdominanten entfernen sich mehr von der Leitereigenheit als die Sekundérdominanten.
Bereits manche Grundtone sind nicht leitereigen und ausser bei zwei Akkorden enthalten
die Akkorde mehr als einen nicht-leitereigen Ton (G-Dur: G, A, H, ¢, d, e, fis, g; s. Tabelle
41):

Akkord Tone nicht-leitereigen Intervalle der nicht-

Tone leiteriegenen Toéne zum
Grundton des Akkordes

Ab” As, ¢, es, ges As, es,ges 5,b7

B7 B, d, f, as B, f, as, 5,b7

o C,E, G, B B b7

Db” Des, I, As, ces=H Des, F, As 3,5

Eb? Es, G, B, des Es, B, des 5,b7

F7 F, A, c,es F, es b7

G” G, H,d,f f b7

Gh7 Ges, B, des, fes=e Ges, B, des, 3,5

Tabelle 41: Anzahl nicht-leitereigener T6ne bei Substitutdominanten

Beispiel 54. Dm’, Dv", C*7 — die Kadenz wéire Il - V - I, d.h. Dm”, C", FA". Es wird also
G" ersetzt durch die Substitutdominante Db7. Die Grundtine sinken in Halbtonschritten.

Stufen 1 II SubV/I I
Akkorde C*" Dm’” Db7 CA7

Beispiel 55. Beispiel fiir die Verwendung von Sekunddr- und Substitutdominanten: Garota
di Ipanema von Antonio Carlos Jobim (Text Vinicius de Moraes) in F-Dur (Akkorde zum
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Gesangsteil mit dem Text: Olha que coisa mais linda, Mais cheia de graca, E ela, menina,
Que vem e que passa, Num doce balango, Caminho do mar)

Stufen I VoI V I
Akkorde Kadenz FAT " Gm’ 7 FAT
ersetzt Akkord in zweiter Zeile el Gh”

Stufen der Ersetzung I V/I I SubV/I 1

Manchmal werden auch Erweiterungen der Septakkorde eingebaut, statt G wird z.B.
G!3 verwendet.

Tonmaterial fiir die Melodiebildung ist oft Mixo(f11) (MM4) beziiglich des Grundtones
der Substitutdominante. Diese Tonleiter erhdlt man, indem man der Substitutdominante
zuerst - wie bei Sept-Akkorden iiblich - Mixolydisch zuordnet und dann die vierte Stufe er-
setzt durch den Grundton der durch die Substitutdominante ersetzten Sekundérdominante.
Am Beispiel fiir SubV/I von G-Dur:

Grundton Terz | 4 = 11 | Quint kl. Sept
INY As c es ges
aufgefiillt Mixolydisch | As Blc des es f| ges
Mixo(f11) As Blc d es f| ges

Durch die Ersetzung der 4. Stufe wird ein Bezug zur entsprechenden Sekundérdominante
hergestellt.

Verschiebt man auf der Mixo(f11)-Skala den Grundton auf den Grundton der Se-
kundérdominante, erhdlt man die alterierte Skala mit der Intervallstruktur (b2, b3, 3,55,b6,57),
im Beispiel also d, es, f, ges, as, b, c.

4.3.3 Dominantketten

Ersetzt man mehrere aufeinander folgende Akkorde in der Kadenz durch Sekundérdominanten,
erfolgt eine sogenannte Dominantkette: z.B. in F-Dur: A7, D7, G7, C7, FA7. Dominantket-
ten kann man auch mit Substitutdominanten bilden: z.B. in F-Dur: Ab7, Db7, Gb7, FAT.
Dominantketten konnen auch aus Substitut- und Sekunddrdominanten gemischt sein. Wird
langer auf einem Akkord einer Dominantkette verblieben, wird oft die mixolydische Ton-
leiter verwendet, bei schnelleren Akkordwechseln eher HM5, Mixo(f11), Mixo(b13) oder
Alteriert (MM?7).

Beispiel 56. ,Sweet Georgia Brown “ von Kenneth Casey (Text), Ben Bernie und Ma-
ceo Pinkard (Melodie), erste 12 Takte. In 4-Taktschritten sinkt die Akkord-Begleitung des
jeweils leicht angepassten Motivs von D7, G7, C7, um schliesslich nach F*7 zu gelangen.
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4.3.4 Das Chromatische Dominantsystem

Schreibt man alle Sekundéar- und Substitutdominanten einer Dur-Vollkadenz hin, sieht
man, dass man fiir jeden Halbton eine Dominante erhélt. Daher der Name ,,Chromatisches
Dominantsystem “. Ist der Grundton des Dominant-Akkordes nicht leitereigen, mindestens
dann liegt eine Substitutdominante vor. Das Beispiel ist in D-Dur (s. Tabelle 42).

Bezeichnung Stufe Dominante Leitereigener
Dominante  Zielklang | Beispiel D-Dur Zielklang
V/I | AT DA7
SubV/I | Eb7 DA7

V/1I II H" Em’
SubV /11 I1 F7 Em”
V/III I11 CH” Ffm’
SubV /111 I11 G’ Ffm’
V/IV vV D’ GAT
SubV/IV vV AbT GAT

V/V \Y% E’ AT

SubV /V \Y B7 A7

V/VI VI Fi7 Hm"
SubV/VI VI ol Hm"
V/VII VII Gf” Ctm™
V/VII VII G’ Ctm™
SubV/VII VII D" Cfm™
SubV/VII VII Db” Ctm™

Tabelle 42: Dominantketten D-Dur

4.3.5 Ersetzung durch Akkorde aus leiterfremden Tonleitern

Verminderte Akkorde Bei der Entwicklung der Harmonisch-Moll-Akkorde stiessen wir
auf den sogenannt , verminderten Akkord“ — am Beispiel fiir die C-HM-Tonleiter entwi-
ckelten wir den Akkord H°’. Vermindere Akkorde erhilt man auch durch Terzschichtung
aus der Halbton-Ganzton-Tonleiter. Am Beispiel der C-Halbton-Ganzton-Tonleiter

C Des Es E Ges G A B c

erhilt man die Akkordténe C, Es, Ges, A, sowie die Intervallstruktur (b3,05,bb7), wobei
b7 = 6. Verminderte Akkorde bestehen aus zwei verzahnten Tritoni, ndmlich im Bei-
spiel von C nach Ges und von Es nach A. Man kann fiir jeden dieser Tritoni und deren
Umkehrung je einen Sept-Akkord erhalten, wenn man diese durch Grundton und Quint
entsprechend ergénzt. Fiirs Beispiel (enharmonischen Austausch beachten; s. Tabelle 43):
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fiir gegebene | Grundton grosse Terz Quint kleine Sept | Akkord
C, Ges As c es ges Ab”
Ges, ¢ D Ges A ¢ D7

Es, A H es ges a H”

A, es F A ¢ es F”

Tabelle 43: Verminderte Akkorde

Auflésung von C°7 nach diesen Akkorden kann interessant sein. Man geht vom vermin-
derten Akkord auf einen Sept-Akkord, der um eine kleine Sext hoher, um einen Ganzton
héher, um eine grosse Sept héher oder um eine Quart hoher liegt.

Andererseits kann man durch verminderte Akkorde Sekundér-Dominanten ersetzen,
wobei oft durch sie von einem zum anderen stufen-benachbarten leitereigenen Akkord
iibergeleitet wird. Dadurch konnen aufsteigende Basslinien erzeugt werden. z.B. fiir E-
Dur: die zweite Stufe von E ist Fis. Eine Quint hoher als Fis ist Cis. Damit ist Cf” der
Sekundirdominant-Akkord fiir Fis. Cf7 wird ersetzt durch Ef°7, was zur zweiten Stufe
iiberleitet, namlich zu Ffm”, etc.

Akkordfolge | EAT Eg°" Ffm’ G°7 Gfm’ A27 B°T H C°F Ctm”
Sekundére Ct” D’ Fi7 GH”
Dominanten

ersetzt durch Ego7 Go7 Be7 Co7

Stufen I v/ 1 V/II 111 v Vv/v VvV V/VI VI

Ergénzt man die obigen Septakkorde durch den jeweils fehlenden (oktavierten) Ton des
jeweils anderen Tritonus, erhédlt man Akkorde mit der Intervallstruktur

(3,5,b7,59)

mit dhnlichen Auflosungstendenzen und Ersetzungseigenschaften wie die halbverminderten
Akkorde.

Akkordtone  fehlender Ton | Akkord
As, c, es, ges a AH™9
D, Ges, A, c es D™

H, es, ges,a ¢ H™

F, A, c, es ges F™9

Der Grundton des verminderten Akkordes kommt also entweder durch Ergédnzung der
Tritoni in dreien der entstehenden Septakkorde und in allen erzeugten Sept-b9-Akkorden

VOr.

Die Intervallstruktur (3,5,57,b9) erhélt man auch fiir manche leitereigene Akkorde
der leitereigenen Mengen von HH und HM oder durch Terzschichtung aus der Halbton-
Ganzton-Tonleiter — im obigen Beispiel erhédlt man den Akkord: C, E, G, B, es.
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Zwei Beispiele weiterer Ersetzungsmoglichkeiten Aus der C-Ganzton-Leiter
C D E Fis Gis Ais ¢ d e fis

erhilt man in Terzschichtung folgende Intervallstruktur: (3,45,b7), abgekiirzt als C™ =
C™13 mit den Ténen C, E, Gis, Ais (=B). Manchmal werden Sekundir-Dominanten durch
solche Akkorde ersetzt. Haufig verwendet werden auch Akkorde mit der Intervallstruktur
(3,b7,411), die man ebenfalls aus der Ganzton-Tonleiter gewinnt. Im C-Ganzton-Beispiel
erhilt man die Tone C, E, Gis, Ais, fis. Der Akkord wird mit C™ = C™! symbolisiert.

Bemerkung 57. Zum Zusammenhang von Mathematik und Musik: Musik ist zuerst als
physikalische Phdnomen zu betrachten. Es werden Schallwellen produziert. In zweiter Li-
nie kann man Musik als physiologisches Phinomen betrachten (Aufnahme der Schallwel-
len im Ohr und Verabeitung der Reize im Gehirn). In dritter Linie ist Musik als sozial-
psychologischen Phdnomen zu betrachten - was gefdllt uns? Dabei spielen sozial gegebene
Hérgewohnheiten und z.B. Abgrenzungsbemiihungen gegeniiber anderen sozialen Gruppen
eine Rolle. Mathematik kommt ins Spiel, wenn man das, was wir als Musik betrachten,
systematisch beschreiben will.

Bemerkung 58. Zusammengestellt von Paul Ruppen, 5. November 2025. Neueste Version
auf hittps://musik.logik.ch/varia
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